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Рассматризается плоская траектория частивы

ускоряемой в изохронном циклотроне © произрохь-

ным числом и располохением ускоряющих промехузт-

хов (щелей). Полученные в первом прибхиженяие

замкдутые ахалитические формулы описызают

свойства редиуса-вектора траектории, кан фуни-

ции числа оборотов п, при фикоированнсом аза-

муте. и фирдалиии приреме зндим ка
Камдач щели.

Плоская траектория частицы описывается функцией

п) = К®+а ь (т)

где Г,{ - полярные координаты; в) - равновесная орбита;

4(Ф) - тол падения, определяемый из #9-= Кук)Е
9=9@®) - обобщенный азимут у» определяемый соотномениек

#-(КИере сз К-Я/П;
П - перныетр равновесной орбиты.

Задача нахождения  г(ф) при известном (9) решается

‹ помощью разложения по малны параметрам х/К, ХИ и 4% у

где м = кинетическая энергия частицы неред входом в [®

щель. Расчет ведется в первом (линейном) приближении по этни

пареметран. Для траектории частицы получается линейное ивод-

нородное уравнение, которое затем решается вполне точно, а ие

по методу возмущений (ср. с работой Гордона /г/). Освовное

ограничение состоит в том, что каждое ди, имеет строго постоянную,

не вависящую от моменте прихода частицы, величиву.
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Свойства найденного реиения, рассматриваемого как функция

числа оборотов П, при фиксированном азимуте 9, „ обсукдают-

ся в заключительной части. Главным физическим выводом звории

явжлется неразличимость свободной и вынужденной прецессий каз-

дого из центров траектории и, как следствие, зозмокность пол-
ной взаииной компенсации прецессий при некотором специальном

зыборе начальных условий.

Вне целей траектория частицы в плоскости полярных коордяназ
г, 9 описывается уравнением

г | {

[еяие" .
где К- еНр - кризизва траектории в магнитном похе; #--Не;
Н= Н(г,Ф)>0; Е - единичный вохтор оси =  иклиндуической
системы коордикат 2,Г, 9; р- импульс.

Есхи щели расположены вдоль радкусов имеют пренебрекимо

малую ширину, то в точке пересечения траектории го в 1 -Й
щелью долхны зыполняться условия

к,НЯ68>
Последнее из равенотв (3) есть следствие граничных условий

< - /

и д’, "ИР я отит ТИР, Г/г;
сы 4 +1 и 4 отмечают, соответственно, выходные и

зходные значения.

Траекторив частицы, имесцей импульс р, будем оточитывять

 



Зе

от соответствующей, т.е. принадлежащей тому яе р, равновесной

орбиты А=Е(ф) по формуле (1). Пусть Г, - число совершенных

оборотив; [, +1 - номер совернаемого оборота; 7 - номер

электрического сектора, образованного } -й и 1 +Г--й целями.

Объединяя участки различных равновесных орбит, принадлежащих

одному и тому хе П/ ‚„ в единую ступенчатую гефегепсе. фга-

есфог ‚ будем иметь К=К,(®) , где К.®-К,, при
<< у, ‚ © Анелогично определяется х.(9 9 причем, как

ветрудно проверить, )<9< у,

Подставляя (Т) в (2) и разпагая по степеням х, получим

в нулевом приближении

#__ КК
Гат

В линейном по х приближении:

$
Яих, =? К?) (%)

{

[
‚)- и К-тэкэк .
“ к 2% МК |’ (5)

К зезде берется только на равновесной орбите: КК)

На д -й цели единая траектория К) должна удовлет-

ворять условиям

> - (|+.К &+5, ( т , 5 (6)

Здесь



 

> й =

первое из которых описывает скачкоосбразный переход ох равно-

зеской орбиты с импульсом р к равновесной орбите с инпульсом

?+4Р ; Второе = связано с геометрическим подобжеы соседних

эавновесинх орбит. (Центр подобия находится 5 иачале координат).

Схучей $ =0 сооклетствует перпендмкулярвому лехеныю частвци

на нель. Подставив (Т) 8 (3) разловиы (5) ис отешеням величик

х/к, Х/Ё, Ар ‚ читая их малымы одного порлдка. При атон

(6) аужея совпадеху с куловим приблихениенк. Иврлое приблихение

Идо

Х,«т Х,,*4Х,, <)
тхе

кв) ый ‚кие

Сотокувикосуь уравиеный (№) к граничных условий (7}

экагнонентие некоторому единому линейному неодвородному ураз-
тавен, аргументов которого является й*016+7 -полный обобщенный
эзниутальный угол. Решенне этого уравнения может быть записано
в энхе

х@-Ме)Х(+2.5.М(в)АХ, $ 9)

тле Ме) - матрица перехода, определяемая однородным урезне-
нием (4), граничными усзоваики АХ, =0 и пачальвым условием
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Ме=, суммирование производитоя по всем ю]
в интерзале 9>ди >В, . Первое слагаемое решения (9) опи-
онзаез свободные колебания, второе - зынужденные.

Нащей задачей будет исследование зависимости вектора
Х(8)=Х[2 +9) 0+ !/ при биксированном азимуте = 9
качиная с некоторого не олишком малого п,-/, „ Не терия общ-
НОСТИ, МОЖНО ПОЛОЯиТь (7 и >20, после чего (9) заменится
на

Х(ви)-М(щим)Х(6т+2. 2.ищаиАХ, (то)
(Сумма по всем щелям; | =еее м, } М, — число щелей).

Выражение (10) значительно упрощается, если на зсем равсма-

триваемом интервале п-п, равновесные орбиты могут считаться

подобными друг другу. (Это означает, что и,(9) в уравнении

(4) не зависи? от № ). Тогда

Метыт)- М, М-М@), м- МОК)

—

ао
“

2

и т.п. Вместо (10) получится

‘-% У

Х(")-М Х(,)+ 2. М 2.МАХ, (2)

Возведение матрицы Ы в степень облегчается ее унимодуляр-

яостьЮ( Рем.|). Нетрудно проверить, что для всякой денотви-

зельной унимодулярной матрицы справедлива формула

 

Г). Может показаться, что условие 4Х,: Оозначает просто
отсутствие щелей. Это не тах, поскольку остаются еще выз-
ванные ускорением окачки траектории

К

(4).



а

Е Пр ры2
М = зе че, Е“1-9нм(М- чи) а

Ее

бани 5РМ й Им. М, Е (14)

Будем нодразумевать под д тдавное значение корая урезнения

(14). Тогла м-= 1} ‚тд  - частота раднельных бете-

тронных колебаний. Если, как обычно \/ -Г « ТГ, те <а,

зогласно (12), (13), относительное изменение Х(т)

при переходе о? № к /+Т мало по сравнению с единицей.

Именно в этом случае и можно рассматривать М как почти ие-

прерывным образом изменяющуюся переменную, а Х(Ат) - как

фумкцие этой переменной. (Впрочем, практически неравенстве

#< 21 не обязано быть очень сильным = значение м 1

ухе вполне приемлемо дия излагаемого подхода).

Истодя из соотношений

е<Н>_ чт р М 1

К, бро ПР рае р, РК,АИ". 0)

зведом обозначения

| К\ СТ

Ана)<
Здесь и). «НУМС = частота обращения по равновесной

 

=(16)
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орбите}; 2. - прирост кинетической знергик за оборот}

гиЕ а расстояние мехду соседними траекториями иа

П, +Т-м орбите (приближенно) $ т и м, - пожная масса

в масса покоя; у; = (+ м,ум, :

5,0№) 1; И“.

Тогда

АХ, --4СА от
4 9/94

Подставив (13) и (17) в (12), получим

, Г & Е (к
Жв»)-{5 Чен)УХ МСАвсе| (1в)

Сумму по К в (18) можно предотавить в виде /3/

= -1 1 -7

2.0 #0- е! Ке-е УК) (19)

где Е») - функция, удовлетворяющая резностиому уразнению

е"е-)-К&- К;
пидекс 1 временно опущен. Последнее уравнение определяет

Е() 6 точностью до преобразования

(9 9-е"Ра,
В котором Р() - произвольная функция с периодом единица.



Мы утверждаем, что всегда можно подобрать такую Р(»)

чтобы функция й(и.) оказалась очень плавной, монотонно убываю-

дей.

Действительно, применяя для вычисления суммы (19) форму-

зу Эёлера, будем иметь

п-]г. | сдУ ии ; / 8, {1 Я - Жиых -Ви7 (20)

а ЕтаДЕ."2 №.
,

Здесь | =чесла Бернулли (из них В} = Вся...=0)$ производная

4,/4К ках и везде, полагается равной нулю. Сравнивая (20)

с (19) и учитывая асимитотические при 2-> со значения интегра-

дов

2

Нм Е в
Е Я№8 э) #] БЕ 2=, ет)

где (е)- У, при {- к нетрудно придти к выводу, что в не-

честве [||(9яЗЗЯтЬ

а«ИЕ1]-ТО, 1

ЕЯ
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Пренебрегая в |; +1/2%.) величиной 1/21, получимо,

К-т[8-яее9-64]озЕ

В область |<1и < И? (если, конечно, хакая область существует)
} -

нощно подожезь в (21) (1) =1, посне чего окажется 9 =-1/2,

Сб=С- 1/2, где 5 ‚ С - интегралы Франеля, табтлированиые в

1. В области и №1 применимы асиылтотические значения (22),

это дает
. ут ‚/ $ Ая \]ОЕА-ачи)

Вернемся к выражению (18), переписав его с помощью (19)

(2%)

в виде

п”“)я  <[ 2кН" ЧонНРА
Мы видим, что действие щелей сводится к возбуждению гармоничес-

ких колебаний с частотой й и созданию Квазипостолвноге сме-

щения, пропорционального Е) ‚ Свободные гармонические холе-

бания в (25) имеют ту же частоту в ‚› Что и вынухденные,

поэтому существует такое начальное Х(т,) при котором сумиар-

ная амплитуда гармонических колебаний обращается в нуль. Отые-

зим, что изменение Х при иереходе от одного азимута наблюдения

9,м к другому Г в пределах одного оборота осуществляется

матрицей, очевь слабо зависящей от |, . Поэтому, есхи гармони-



ческие колебания Х отсутствуют при каком-либо одном азимуте,

ОНИ 0т0у7СтвуЮ? и При всех азимутах.

Езаэнпоезояниое быецение равно

Х(т)„„--исе]СА-

 

(26)

ЗЕ 7Гы[МатОЛ] МСА

В случае 131 имеем

Хбт)ртя,винд, -

7че. иеАМА.
(27)

(Обозначения ом. в (ТГ), (16) и (1?) ).

В случае, когда предположение о подобии равновесных орбит

оказывается недостаточно точным, все величины, считавииеся

знше постоянными, должны рассматриваться, ках медленно меняю-

циеся функции |, ‚„ а именно:

Мет)- №), Ман)= М(®) , 9-9)

и т.д. Для вычисления матрицы М(2т»Зи, ‚ определяюдей

решение (то), Удобно предварительно перейти и новому представлению



У3® о 1 0

же о юДва +34)Х()
тд <), (®), 3,(®) - матричные элементы матрицы

= —ещ®)]56)- ых (М-949т) .
В нозом предотавлении матрица М(2тт,) может быть поду-
чена с помощью метода //КВ . Опуская вывод, приведем искомый

результат:

в ро 4 1)
М(2иьбут, 2 е РН, =-(; п

(28)

 

(бр. с формулой (13) ). Подотазим (29) з (то), учитывая общее

взойство интегралов
м

моё - $-«9
их

и алалогичное свойство конечных сумм

ня -8) :ре“- ыы Р-Р)

кв, ‘

(ср. с (19) ). Пожучам

ен)ЗЕРЬ-2ЕК9



а р

Формула (30) полностью авалогична (25), поэтому все заклю-

чехия, сделанные в связи с (25), без всяких изменений перено-

сятся на (30). Следует только иметь в виду, что (50) записано

в новом представлемии (28). Если в этом представлении колебания

гармоничиы и имеют строго постоянную амплитуду, то в старон

представлении им ссответствуют колебания с де меняющей-

ся амплитудой, и наоборот. (При этом, в частности автоматически

учитывается адиабатическое затухание бетатронных колебаний).

Величина Изизазенениекиминеее смещения равна, очевидно

Хи)_- # 7 х Е(9 +ее. | т)

Формулы (25) и (26) (соответственно, (30) в (3Т) ) озна-

чаю?, что частица, запущенная на соответствующий ее энергии

у +1-й ваток о Х..-Хч= будет двигаться по равномерно

разворачивающейся спираля, не имеющей ни сгущений, ни разрожений.

Если имеется вычисленная ва ЭВМ при каких-то взятых наугад

начальных данных фунеция Х(т) ‚ то Хто) можно найти

графическим способом о Для этого нужно выделить из Х()

гармонически колеблющуюся часть; то, что останется, и будет

ХХ= . Принимая найденное Х(пт)жещ

в качестве нового начального значения, можно повторять процедуру,

получая все лучшие значения.

Отиеченкые свойства фуниции Х(21и) тесно связаны о

заковомерностями, управляющими движениями центре траектории - так
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называемой вн Понятие цеятра траектории относится к

участку траектории, заключенному мехду двумн соседними целями.

Азимут наблюдекия (,, обязательно находится мехду этими хе

целями. Прецессия представляет собой иедленное, по сравнению с

частотой обращения частицы, двихение центра траектории около не-

которой, еше менее подвижной, средней точки. Согласно получев-

ным результатам, вынужденная прецессия имеет ту хе частоту и тот

же ход амплитуды в вависимости от № —,‚ что и свободная прецео-

сия, вызываемая начальным отклоневиеы траектории от соответствую-

цей равновесной орбиты. Единственное отличие заключается в том,

что средняя точка вынухденной прецессии оказывается сыощенной

относитежьно центра магнитного поля. Эта ситуация означает

существование таких начальных данных, для котозых свободная

прецессия плоностью конпенсирует вынужденную. Смецение центра

траектории при этом, конечно, остается. Его геометрический снысх

очевь прост: поскольку равновесные орбиты представляют собой

замкнутые концентрические кривые, а частица движется по спирали,

то в начале участка мехду соседними щелями равномерно разворачи-

вающаяся траектория долкна идти нихе соответствующей равновес-

ной орбиты, а в конце - выше. Это и означает некоторое смещение

центра траектории относительно центра магнитного поля в капраз-

лении средней скорости частицы.

Матрицы М в М. в (26), а следовательно и само (26),

были найдены в ческой форые в случае, когда магнитное

поле состоит из отдельных секторов, в каждом из которых похв

однородно (т.н. ступенчатая модель). Полученный результат сраз-
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низался с точным численными расчетом этой хе модели, выполнен

вым в работе В.М.Мороза /5/ с учетом всех высинх (нелинейных)

приближений. Согласие обоих результатов, как и следовало ожи-

дать, хорошее: в области 50< < 250 при 3 -[ = о омибка

асимптотической формулы (27) не иревосходия 5%. Подробнее о

ступенчатой модели см, в /5/;
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