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1 Ââåäåíèå

Íàñòîÿùèé êóðñ ëåêöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ââåäåíèå â òåîðèþ àòîìíûõ ñïåêòðîâ è èñïîëü-
çîâàíèå ñïåêòðîâ äëÿ äèàãíîñòèêè ïëàçìû. Â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè êóðñ ÿâëÿåòñÿ áîëåå äå-
òàëüíûì ðàçâèòèåì êâàíòîâîé ìåõàíèêè àòîìà.

Êóðñ ”Ñïåêòðîñêîïèÿ àòîìîâ è èîíîâ” âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå îñíîâíûå òåìû:
×àñòü I
1 - ñòðîåíèå àòîìîâ è èîíîâ è èõ ñïåêòðû;
2 - àòîìû âî âíåøíåì ïîëå;
3 - âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì è ñ ýëåêòðîíàìè;
×àñòü II
4 - èçëó÷åíèå îïòè÷åñêè òîíêîé ïëàçìû;
5 - ðàñïðåäåëåíèå ïî âîçáóæäåííûì óðîâíÿì è ñòåïåíÿì èîíèçàöèè, èíòåíñèâíîñòè ëèíèé

è íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà;
6 - óøèðåíèå ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé;
7 - ïîíÿòèå î ïëåíåíèè èçëó÷åíèÿ.
×àñòü I (íàñòîÿùåå èçäàíèå) âêëþ÷àåò ïï 1-3.
Îñíîâíîé óïîð äåëàåòñÿ íå íà îáîñíîâàíèå îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ, à íà èõ ïðèëîæåíèå. Â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âûêëàäêè è ãðîìîçäêèå ôîðìóëû îïóñêàþòñÿ. Çà ïîäðîáíîñòÿìè îòñû-
ëàåì ê óêàçàííûì íèæå êíèãàì.

Çäåñü è âñþäó íèæå òåðìèí ”àòîì” îòíîñèòñÿ äëÿ êðàòêîñòè êàê ê íåéòðàëüíûì àòîìàì,òàê
è ê ïîëîæèòåëüíûì èîíàì. Ñâîéñòâà èîíîâ, â ò.÷. ìíîãîçàðÿäíûõ, ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ñîñòàâíîé
÷àñòüþ êóðñà. Ãîðÿ÷àÿ ïëàçìà ñ òåìïåðàòóðîé ìèëëèîíû ãðàäóñîâ ñòàëà ïðåäìåòîì âñåñòî-
ðîííåãî èññëåäîâàíèÿ ôèçèêîâ è àñòðîôèçèêîâ. Â òàêîé ïëàçìå èçëó÷àþò â îñíîâíîì èîíû,
ïîòåðÿâøèå 10 è áîëåå ýëåêòðîíîâ. Â ðÿäå ëàáîðàòîðèé ìèðà (â ò.÷. â ÔÈÀÍ è ÈÑÀÍ) ïîëó-
÷åíû ñïåêòðû èîíîâ, ïîòåðÿâøèõ 30-60 è äàæå 90 ýëåêòðîíîâ.

1.1 Ñèñòåìà åäèíèö è íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ

Â êypce èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö CGSE è àòîìíàÿ ñèñòåìà åäèíèö. Òåìïåðàòóðà T âû-
ðàæàåòñÿ â åäèíèöàõ ýíåðãèè, ò.å. ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà kB = 1. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ
óäîáñòâà îöåíîê ýíåðãèÿ è òåìïåðàòóðà âûðàæàþòñÿ â ýÂ (eV):

1 eV = 1.6 · 10−12 erg = 11600 K, 1 Å = 10−8cm, λ(Å) = 12.4/E(keV ) (1.1)

ãäå λ è E - äëèíà âîëíû è ýíåðãèÿ ôîòîíà.
Àòîì (èîí) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç ÿäðà ñ çàðÿäîì Zn è N ýëåêòðîíîâ. Êàæäûé

ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â ïîëå àòîìíîãî îñòàòêà (ÿäðî è N −1 ýëåêòðîíîâ), êîòîðîå íà äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ÿâëÿåòñÿ Êóëîíîâñêèì ïîëåì ñ çàðÿäîì ze:

U(r) → −ze
r
, r → ∞, z = Zn −N + 1 (1.2)

Àñèìïòîòè÷åñêèé çàðÿä z - îäíà èç âàæíåéøèõ õàðàêòåðèñòèê àòîìà. Âåëè÷èíà z ñîâïàäàåò
ñî ñïåêòðîñêîïè÷åñêèì ñèìâîëîì èîíà, êîòîðûé îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ðèìñêèìè öèôðàìè. Äëÿ
íåéòðàëüíûõ àòîìîâ (X èëè X0+ èëè X I) z = 1, äëÿ îäíîêðàòíûõ èîíîâ (X+ èëè X II) z = 2
è ò.ä.

Àòîì X è ñîâîêóïíîñòü èîíîâ ñ òåì æå ÷èñëîì ýëåêòðîíîâ N ñîñòàâëÿþò èçîýëåêòðîííóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü [X]. ×ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (èõ íàçûâàþò X-ïîäîáíûå èîíû)
îòëè÷àþòñÿ çàðÿäàìè z è Zn.
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2 Ìîäåëü Áîðà

Áîðîâñêàÿ ìîäåëü àòîìà (1913ã.) áûëà ïåðâîé, â êîòîðîé ââåäåíî êâàíòîâàíèå. Îíà áûëà ñôîð-
ìóëèðîâàíà äëÿ âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíîâ, ò.å. äëÿ ñèñòåì èç ÿäðà (Êóëîíîâñêîãî öåíòðà) è
îäíîãî ýëåêòðîíà. Ðàñïðîñòðàíèòü ýòó ìîäåëü íà áîëåå ñëîæíûå ñèñòåìû íå óäàëîñü. Ñàìà
ìîäåëü ÿâëÿåìñÿ äîâîëüíî èñêóññòâåííîé ñìåñüþ êëàññè÷åñêîãî è êâàíòîâîãî ïîäõîäîâ è â
äàëüíåéøåì áûëà ïîëíîñòüþ âûòåñíåíà êâàíòîâîé ìåõàíèêîé. Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî
êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû òåîðèè Áîðà äëÿ [H] áûëè ïîäòâåðæäåíû êàê ýêñïåðèìåíòîì, òàê
è òî÷íûìè êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè. Áîëåå òîãî, ïîçäíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êâà-
çèêëàññè÷åñêèé ðàñ÷åò ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà íà Êóëîíîâñêîì öåíòðå òàêæå äàåò òî÷íûé ðå-
çóëüòàò! Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ïîëåçíî äëÿ íàãëÿäíîé èíòåðïðåòàöèè äàëüíåéøåãî èçëîæèòü
îñíîâíûå ðåçóëüòàòû áîðîâñêîé ìîäåëè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðóãîâûõ îðáèò.

Ñîãëàñíî ìîäåëè Áîðà ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â àòîìå òîëüêî ïî òåì îðáèòàì, íà êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ∮

pdq = 2πn} (2.1)

ãäå p è q - ñîïðÿæåííûå èìïóëüñ è êîîðäèíàòà, n - öåëîå ÷èñëî, } - ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Äëÿ
êðóãîâûõ îðáèò p = mvr - ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, q = φ - ôàçà ýëåêòðîíà íà îðáèòå,
ò.å.

mvr = n} (2.2)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëèíà áîðîâñêîé îðáèòû ðàâíà

2πr =
2π}
v
n = λen (2.3)

ãäå λe - äåáðîéëåâñêàÿ äëèíà âîëíû ýëåêòðîíà.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå Áîðà (2.1) îçíà÷àåò, ÷òî íà äëèíå îðáèòû óêëàäûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî

äëèí âîëí è ïðîèñõîäèò èíòåðôåðåíöèîííîå óñèëåíèå ýëåêòðîííîé âîëíû. Ìåæäó áîðîâñêè-
ìè îðáèòàìè ýëåêòðîííûå âîëíû ãàñÿòñÿ èíòåðôåðåíöèåé. Ê (2.2) íàäî äîáàâèòü ðàâåíñòâî
öåíòðîñòðåìèòåëüíîé ñèëû ñèëå Êóëîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ:

ze2/r2 = mv2/r (2.4)

Îòñþäà ëåãêî íàõîäèì ðàäèóñ n-é îðáèòû rn, ýíåðãèþ ýëåêòðîíà En è åãî ñêîðîñòü vn:

rn =
}2n2

zme2
, En =

z2e4m

2}2n2
, vn =

ze2

}n
(2.5)

Ýòè âåëè÷èíû óäîáíî çàïèñàòü â ôîðìå:

rn =
n2

z
a0, En =

z2

n2
Ry, vn =

z

n
v0 (2.6)

ãäå
a0 = h2/me2 = 0.529 · 10−8 - ðàäèóñ ïåðâîé áîðîâñêîé îðáèòû àòîìà âîäîðîäà;
v0 = e2/} = c/l37 - ñêîðîñòü ýëåêòðîíà íà ýòîé îðáèòå;
Ry = e4/2}2 = 13.60 eV - ýíåðãèÿ èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà (”Ðèäáåðã”);
α = e2/}c = v0/c = 1/137 áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû.
Â àòîìíîé ôèçèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà àòîìíûõ åäèíèö, â êîòîðîé m = e = } = 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì åäèíèöà äëèíû ðàâíà a0, åäèíèöà ñêîðîñòè - v0, åäèíèöà ýíåðãèè -
2Ry. Åäèíèöåé âðåìåíè áóäåò âåëè÷èíà τ 0 = a0/v0 = 2.42 · 10−17cek.
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Ïîìèìî îáû÷íîé àòîìíîé ñèñòåìû åäèíèö, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ åå ìîäèôèêàöèÿ, â êîòîðîé
çà åäèíèöó ýíåðãèè ïðèíÿò Ry, à íå 2Ry. Â òàêîé ñèñòåìå íåîáõîäèìî â îáû÷íûõ ôîðìóëàõ
çàìåíÿòü ýíåðãèþ E íà E/2. Ôàêòè÷åñêè ýòî ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó óïðîùåíèþ - èñ÷åçàþò
ìíîæèòåëè 1/2 è 2 â ðÿäå âûðàæåíèé.

Íèæå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èìåííî ýòîé ñèñòåìîé åäèíèö, ò.å. àòîìíîé ñèñòåìîé c åäè-
íèöåé Ðèäáåðãà äëÿ ýíåðãèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áîðîâñêëõ îðáèò (2.6) ïîëó÷àåì:

rn =
n2

z
, En =

z2

n2
, vn =

z

n
(2.7)

Îòìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è èìïóëüñà â ýòîé ñèñòåìå ïðèîáðåòàåò âèä
(äëÿ ýëåêòðîíà):

Ekin = p2 = k2 = v2 (2.8)

ãäå k = 2π/λe - âîëíîâîå ÷èñëî ýëåêòðîíà.

3 Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå îïèñàíèå àòîìà

3.1 Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ëèøü êðàòêî íàïîìíèì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà, îòñûëàÿ çà ïîäðîáíîñòÿìè è âûâîäàìè ê êóðñàì êâàí-
òîâîé ìåõàíèêè. Ïîêà ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ íeðåëÿòèâèñòñêèì ïðèáëèæåíèåì è áóäåì, êðîìå
òîãî, ñ÷èòàòü ÿäðî àòîìà áåñêîíå÷íî òÿæåëûì (ò.å. íåïîäâèæíûì).

Ýëåêòðîíû â àòîìå îïèñûâàþòñÿ íå èõ îðáèòàìè (ñîâîêóïíîñòüþ ìãíîâåííûõ ïîëîæåíèé
è ñêîðîñòåé), à âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ. Äëÿ N -ýëåêòðîííîãî àòîìà âåëè÷èíà |Ψ(r1...rN)|2 äàåò
âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ýëåêòðîí 1 â òî÷êå r1, ýëåêòðîí 2 â òî÷êå r2 è ò.ä. Ñàìó ôóíêöèþ Ψ
ìîæíî â ýòîì ñìûñëå íàçûâàòü àìïëèòóäîé âåðîÿòíîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì î âåðîÿòíîñòè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íîðìèðóåòñÿ íà åäèíèöó:∫

|Ψ|2 dr1...drN = 1 (3.1)

Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ýëåêòðîí 1 â òî÷êå r1 íåçàâèñèìî îò ïîëîæåíèé äðóãèõ ýëåêòðî-
íîâ ðàâíà

w1 =

∫
|Ψ|2 dr2...drN (3.2)

Â ñëó÷àâ íåçàâèñèìûõ ýëåêòðîíîâ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
îäíî÷àñòè÷íûõ ôóíêöèé:

Ψ(r1...rN) =
∏
i

ψi(ri) (3.3)

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,
w1 = |ψ1(r1)|

2 (3.4)

â ñîãëàñèè ñ (3.2).
Íîðìèðîâêà (3.1) èìååò ñìûñë òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ýëåêòðîíû ñîñðåäîòî÷åíû

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà (ôèíèòíîå äâèæåíèå). Â ñëó÷àå èíôèíèòíîãî äâèæå-
íèÿ, íàïðèìåð, ýëåêòðîíà 1, ψ1(r1) îñòàåòñÿ îòëè÷íîé îò íóëÿ ïðè âñåõ r1. Íîðìèðîâêà (3.1)
îçíà÷àåò ïðè ýòîì, ÷òî ψ áåñêîíå÷íî ìàëî, ÷òî âåñüìà íåóäîáíî. Ïîýòîìó äëÿ èíôèíèòíîãî
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äâèæåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ èíàÿ íîðìèðîâêà: âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïîëàãàåòñÿ êîíå÷íîé è íàëàãàåò-
ñÿ îïðåäåëåííîå óñëîâèå íà åå àìïëèòóäó â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè r1 → ∞. Ìû ïðèíèìàåì
ýòî óñëîâèå òàêèì, ÷òî ∫

Ψ∗
E′ΨEdr1...drN = δ(E − E ′) (3.5)

Âûðàæåíèå (3.5) íàçûâàþò íîðìèðîâêîé íà δ-ôóíêöèþ îò ýíåðãèè.
Êàê èçâåñòíî, ôèíèòíîå äâèæåíèå ñâÿçàíî ñ äèñêðåòíûì ýíåðãåòè÷åñêèì ñïåêòðîì, ò.å. äî-

ïóñêàþòñÿ ëèøü ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ýíåðãèÿ ïðèîáðåòàåò çíà÷åíèå èç íåêîòîðîãî äèñêðåò-
íîãî íàáîðà. Ïðè èíôèíèòíîì äâèæåèè îãðàíè÷åíèÿ íà ýíåðãèþ íå âîçíèêàþò. Ýòà ñèòóàöèÿ
òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðèíöèïîì íåîïðåäåëåííîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íîðìèðîâêà ñîãëàñíî (3.1) èëè (3.5) èìååò ìåñòî ñîîò-
âåòñòâåííî äëÿ ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîãî èëè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.

3.2 Înpeäeëåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé è âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäoâ

Åñëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñîñòîÿíèÿ ”A” èçâåñòíà, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü äèíàìè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû êàê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ. Ñðåäíåå çíà-
÷åíèå îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò:

⟨L⟩ = ⟨A |L|A⟩ =
∫

Ψ∗LΨdr1...drN (3.6)

Â ÷àñòíîñòè, ýíåðãèÿ àòîìà ðàâíà

EA = ⟨A |H|A⟩ (3.7)

ãäå H�ãàìèëüòîíèàí àòîìà:

H =
∑
i

[
p2i
2m

− Zne

ri

]
+

∑
i,j>i

e2

rij
(3.8)

Çäåñü p = −i}∇ - îïåðàòîð èìïóëüñà, rij = |ri−rj| ; ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ íî âñåì N
ýëåêòðîíàì àòîìà.

Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ àòîì ìîæåò íåîãðàíè÷åííî äîëãî îñòàâàòüñÿ â äàííîì
ñîñòîÿíèè. Ïîýòîìó òàêèå ñîñòîÿíèÿ íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Ïîä âëèÿíèåì âíåøíåãî
ïîëÿ V âîçìîæåí ïåðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà A → B ïðî-
ïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà, ñâÿçûâàþùåãî ýòè ñîñòîÿíèÿ:

WAB = |⟨A |V |B⟩|2 (3.9)

Òàêèì îáðàçîì,çíàíèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàê äèíàìè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê äàííîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà, òàê è äëÿ ðàñ÷åòà ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ
ñ èçìåíåíèåì ñîñòîÿíèÿ àòîìà.

Ïî ïîâîäó ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ñëåäóåò ñäåëàòü äâà çàìå÷àíèÿ. Ïåðâîå îòíîñèòñÿ ê
òàê íàçûâàåìûì ”ñïîíòàííûì èçëó÷àòåëüíûì ïåðåõîäàì”, â êîòîðûõ àòîì ñàìîïðîèçâîëüíî
ïåðåõîäèò íà áîëåå íèçêèé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü ñ èñïóñêàíèåì êâàíòà ~ω = EA − EB. Â
êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïîêàçàíî, ÷òî ôàêòè÷åñêè ïåðåõîä îáóñëîâëåí âçàèìîäåéñòâèåì
àòîìà ñ ”íóëåâûìè êîëåáàíèÿìè” ýëåêòðîìàãíèòíîãî íîëÿ.

Âòîðîå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Âûðîæäåííûìè íàçûâàþò-
ñÿ ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìûå ðàçëè÷íûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè (ò.å. ðàçëè÷íûìè êâàíòîâûìè
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÷èñëàìè), íî èìåþùèå îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ. Ïåðåõîä ìåæäó òàêèìè ñîñòîÿíèÿìè íå òðåáóåò
âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ò.å. ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñàìîïðîèçâîëüíî (çà ñ÷åò âíóòðåííèõ âçàèìî-
äåéñòâèé). Ïðèìåðîì òàêîãî ïåðåõîäà ÿâëÿåòîÿ èçâåñòíûé ïðîöåññ àâòîèîíèçàöèè, ò.å. ïåðåõîä
èç ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ñ òîé æå ýíåðãèåé.

Â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçäåëàõ êóðñà ìû îñòàíîâèìñÿ íà îáîèõ ïðîöåññàõ ïîäðîáíåå.

3.3 Âîëíîâîå óðàâíåíèå

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íóæíî ðåøèòü âîëíîâîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà.

i~
dΨ(t)

dt
= HΨ(t). (3.10)

Â îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèé, ÿâíî çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, ïîëó÷àåì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
è óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ ñòàöèîíàðíîé âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ = Ψ(r1...rN):

Ψ(t) = Ψ exp(− i

~
Et), HΨ = EΨ (3.11)

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïðèíöèïèàëüíîé ñòîðîíû çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ âåñüìà ïðîñòî. Îäíàêî,
ôàêòè÷åñêè ïîëó÷èòü ÿâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.11) óäàåòñÿ ëèøü äëÿ âåñüìà îãðàíè÷åííîãî
÷èñëà ìîäåëüíûõ ñëó÷àåâ. Áîëåå òîãî, äàæå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ ãàìèëüòîíèàíîì (3.8) ôàêòè-
÷åñêè âîçìîæíî ëèøü äëÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿ ýëåêòðîíàìè (àòîì Íå). Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ
äëÿ ðåàëüíûõ àòîìîâ ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì. Ïðè ýòîì ãàìèëüòî-
íèàí H çàìåíÿåòñÿ íà ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí H0 , äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
ìîæíî ðåøèòü àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì èñõîäíîå (íóëåâîå) ïðè-
áëèæåíèå Ψ(0) è E(0). Ïîïðàâêà çà ñ÷åò âîçìóùåíèÿ V = H − H0 íàõîäèòñÿ çàòåì ïî òåîðèè
âîçìóùåíèé.

4 Ïðèáëèæåíèå öåíòðàëüíîãî ïîëÿ

4.1 Îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèáëèæåíèÿ

Ãëàâíûå òðóäíîñòè â ðåøåíèè òî÷íîé çàäà÷è î ñòðîåíèè àòîìà ñâÿçàíû ñ ìåæýëåêòðîííûì
âçàèìîäåéñòâèåì

∑
i,j>i

e2

rij
â ãàìèëüòîíèàíå (3.8). Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ â òåîðèè

àòîìà ýëåêòðîíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê êâàçèíåçàâèñèìûå, ïðè÷åì êàæäûé ýëåêòðîí äâèæåòñÿ
â íåêîòîðîì öåíòðàëüíîì ïîëå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãàìèëüòîíèàí ðàçáèâàåòñÿ íà ÷àñòè:

H0 =
∑

i

[
p2i
2m

+ Ui(ri)

]
V =

∑
i,j>i

e2

rij
−

∑
i

[
Zne

ri
+ U(ri)

] (4.1)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êâàçèíåçàâèñèìûõ ýëåêòðîíîâ, î÷åâèäíî, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ, à ýíåðãèÿ ðàâíà ñóììå îäíîýëåêòðîííûõ ýíåðãèé:

Ψ(0)(r1...rN) =
∏
i

ψi(ri), E(0) =
∑
i

εi (4.2)

8



è êàæäàÿ îäíîýëåêòðîííàÿ ôóíêöèÿ ψi(ri) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ:[
p2i
2m

+ Ui(r)

]
ψi = εiψi (4.3)

Òàêîå îïèñàíèå àòîìà íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì öåíòðàëüíîãî ïîëÿ. Â êà÷åñòâå öåíòðàëü-
íîãî ïîëÿ Ui(r) ìîæíî ïðèíÿòü ïîëå ÿäðà ïëþñ óñðåäíåííîå ïî äâèæåíèþ (ðàñïðåäåëåíèþ)
ïîëå N−1 ýëåêòðîíîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ñàìî ïîëå áóäåò çàâèñåòü îò ôóíêöèé ψ . Òàêîå
ïîëå íàçûâàåòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûì. Çàäà÷ó íàäî ðåøàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé: ïðèíÿâ êàêîå-ëèáî èñõîäíîå ïîëå, íàïðèìåð ÷èñòî Êóëîíîâñêîå, íàéòè ψi(r), óòî÷íèòü
ïî íèì ïîëÿ è ò.ä. Ê ìåòîäó ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ìû åùå âåðíåìñÿ ïîçäíåå, íî íåêîòîðûå
ñóæäåíèÿ î âèäå ïîëÿ Ui(r) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, íå ðåøàÿ îáùåé
çàäà÷è. Ñðåäíåå ïîäå ýëåêòðîíîâ - ýòî ïîëå ðàñïðåäåëåííîãî ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî çàðÿ-
äà. Ýòîò çàðÿä ýêðàíèðóåò ïîëå ÿäðà, ïðè÷åì ÷åì äàëüøå îò ÿäðà, òåì ñèëüíåå ýêðàíèðîâêà.
Âáëèçè ÿäðà ýêðàíèðîâêà îòñóòñòâóåò, ò.ê. ïîëå â öåíòðå ñôåðû ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëå Ui(r) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

U(r) = −ζ(r)
r

, ζ(0) = Zn , ζ(r) → z r → ∞ (4.4)

Çíàê ìèíóñ îçíà÷àåò, ÷òî âñþäó U(r) - ïîëå ïðèòÿæåíèÿ, ò.ê. íèãäå ýêðàíèðîâêà íå ìîæåò
áûòü ïîëíîé.

4.2 Ýëåêòðîí â öåíòðàëüíîì ïîëå

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì îáùèå ñâîéñòâà îäíî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé ôóíêöèè ψ(r) - ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (4.3) ñ ïðîèçâîëüíûì ïîëåì U(r) òèïà (4.4). Ïîäñòàâëÿÿ p = −i}∇ è ïåðåõîäÿ ê àòîì-
íûì åäèíèöàì ñ åäèøùåé Ry äëÿ ýíåðãèè, ïîëó÷èì:[

−∇2 + 2U(r)− ε
]
ψ(r) = 0 (4.5)

Â îïåðàòîðå∇2 ìîæíî ðàçäåëèòü ðàäèàëüíûå è óãëîâûå ïåðåìåííûå, ââåäÿ îïåðàòîð êâàä-

ðàòà óãëîâîãî ìîìåíòà M̂2, çàâèñÿùèé òîëüêî îò θ è φ. Óðàâíåíèå (4.5) çàïèøåòñÿ â âèäå:

−1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

1

r2
M̂2ψ + 2U(r)ψ − εψ = 0 (4.6)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ýíåðãèè, êâàäðàòà ìîìåíòà è
ïðîåêöèè ìîìåíòà M̂z :

M̂2ψ = l(l + 1)ψ, M̂zψ = mψ (4.7)

ãäå l, m - öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì

l = 0, 1, 2..., m = 0,±1,±2...± l (4.8)

l, m îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó ìîìåíòà è åãî ïðîåêöèè íà îñü z. l íàçûâàåòñÿ îðáèòàëüíûì
êâàíòîâûì ÷èñëîì, m - ìàãíèòíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì (ò.ê. îíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, õàðàêòåðèçóÿ îðèåíòàöèþ àòîìà îòíîñèòåëüíî ïîëÿ). Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ãîâîðèòü î ìîìåíòå l, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî êâàäðàò ìîäóëÿ ìîìåíòà ðàâåí l(l + 1). Â îáû÷íûõ
åäèíèöàõ ìîìåíò ðàâåí }l.
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Ðåøåíèÿ (4.9) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé îò r è θ, φ

ψ(r) =
1

r
P (r) · Ylm(θ, φ), (4.9)

ãäå ìíîæèòåëü 1/r âûäåëåí äëÿ óäîáñòâà. Ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ P (r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ: [

− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
+ 2U(r)− ε

]
P (r) = 0 (4.10)

Ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.7),(4.10) îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé ε, l, m.
Ïðè ýòîì ýíåðãèÿ ε íå çàâèñèò îò m, ò.å. ñîñòîÿíèå âûðîæäåíî ñ êðàòíîñòüþ 2l + 1. Ýòà
âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì ñîñòîÿíèÿ ε, l è áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ g .

Â ñïåêòðîñêîïèè ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñîñòîÿíèÿ ñ çàäàííûì l îïðåäåëåííîé áóêâîé, à èìåí-
íî:

l =
0, 1, 2, 3, 4, ...

s, p, d, f, g, ...
(4.11)

4.3 Óãëîâûå ôóíêöèè

Ñîãëàñíî (4.9) â öåíòðàëüíîì ïîëå ôóíêöèÿ ψ ðàçäåëÿåòñÿ íà ðàäèàëüíûé è óãëîâîé ìíî-
æèòåëè. Óãëîâàÿ ôóíêöèÿ Ylm(θ, φ) íå çàâèñèò îò ïîëÿ U(r), ò.å. îäèíàêîâà äëÿ âñåõ àòîìîâ.
Î÷åâèäàî, Ylm óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óðàâíåíèÿì (4.7):

M̂2Ylm = l(l + 1)Ylm, M̂zYlm = mYlm(θ, φ) (4.12)

Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ñôåðè÷åñêèìè. Êàê îáû÷íî, áóäåì ïîëàãàòü Y íîðìèðîâàííîé
íà åäèíèöó. Ôóíêöèè ñ ðàçíûìè l, m, êàê îîáñòâåííûå ôóíêöèè îäíîãî óðàâíåíèÿ (4.12),
îðòîãîíàëüíû. Îáúåäèíÿÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè, èìååì:∫

Yl′m′(θ, φ)Ylm(θ, φ)dO = δll′δmm′ (4.13)

ãäå dO = sin θdθdφ - ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà.
Ñôåðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ylm(θ, φ) = CPlm(θ)e
imφ (4.14)

ãäå Plm(θ) - ïðèñîåäèíåííûé ïîëèíîì Ëåæàíäðà, ìíîæèòåëü C îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì íîð-
ìèðîâêè (4.13).

4.4 Ðàäèàëüíûå ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ ðàäèàëüíîãî óðàâíåíèÿ[
− d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
+ 2U(r)− ε

]
P (r) = 0 (4.15)

Ñëàãàåìûå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóþò êèíåòè÷åñêîé, öåíòðîáåæíîé, ïîòåíöè-
àëüíîé è ïîëíîé ýíåðãèè. Ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå îòðàæàåò âñþ ñïåöèôèêó êîíêðåòíîãî àòîìà.
Ïîòåíöèàë U(r) ñîãëàñíî (4.4) åñòü ïîëå ïðèòÿæåíèÿ, ïðè÷åì ýôôåêòèâíûé çàðÿä ζ(r) ðàñòåò ñ
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ïðèáëèæåíèåì ê ÿäðó (îñëàáëÿåòñÿ ýêðàíèðîâêà). Èç íåïðåðûâíîñòè ψ(r) ñëåäóþò ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ:

P (0) = 0, P (r) r → ∞ (4.16)

Äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îáùåå ðåøåíèå ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèò îäíó ïðîèçâîëüíóþ ïî-
ñòîÿííóþ; âòîðàÿ - ïðîñòî íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü. Ïðè r → ∞ ðåøåíèå (4.15) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:

P (r) ∼ e−αr + Ceαr r → ∞, α =
√
−ε (4.17)

ïðè÷åì C = C(ε) îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì P (0) = 0. Äàëüíåéøåå çàâèñèò îò çíàêà
ε.

4.5 ε < 0 - ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ

Ïðè ε < 0 P (r) îãðàíè÷åíà òîëüêî åñëè C(ε) = 0. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà C(ε) îïðåäåëÿåòñÿ
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ïðè r = 0, ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè íåêîòîðûõ îòäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ
ε = εn. Òàêèì îáðàçîì,ïðè ε < 0 äîïóñòèìûé íàáîð ýíåðãèé èìååò äèñêðåòíûé õàðàêòåð
(äèñêðåòíûé ñïåêòð). Ïðè ýòîì ýëåêòðîí äâèæåòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà r .
1/αn , αn = |εn|1/2, ò.å. íàõîäèòñÿ â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè.

Î÷åâèäíî, âîîáùå ãîâîðÿ, εn çàâèñèò îò l. Ñîâîêóïíîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ε ïðè çà-
äàííîì l íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé ñåðèåé. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå ïîëÿ (4.4) ñ Êóëîíîâ-
ñêîé àñèìïòîòèêîé ÷èñëî ñîñòîÿíèé â êàæäîé ñåðèè áåñêîíå÷íî, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
èàèíèçøåå ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé εmin (ïîñêîëüêó ε < 0, |εmin| ≥ |εn|). Ïðè εn → 0 èìååò ìecòî
òî÷êà ñãóùåíèÿ óðîâíåé.

Óñëîâèìñÿ íóìåðîâàòü ñîñòîÿíèÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ε âäîëü ñåðèè, ïðè÷åì äëÿ íèçøåãî
ñîñòîÿíèÿ ïðèìåì n = nmin = l+ 1. Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì íîìåð óðîâíÿ n íàçûâàåòñÿ
ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì. Òàêèì îáðàçîì,êàæäûé ýíåðãåòè÷ñêèé óðîâåíü õàðàêòåðèçóåòñÿ
äâóìÿ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè n, l - ”ãëàâíûì” è ”îðáèòàëüíûì”. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.11) è
óñëîâèåì íóìåðàöèè èìååì ñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ:

s - ñåðèÿ (l = 0)
p - ñåðèÿ (l = 1)
d - ñåðèÿ (l = 2)
f - ñåðèÿ (l = 3)
Äëÿ ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêè ñîñòîÿíèÿ: (ò.e. âîëíîâîé ôóíêöèè ψ) íåîáõîäèìî åùå òðåòüå

êâàíòîâîå ÷èñëî m - ”ìàãíèòíîå”, ïî êîòîðîìó èìååò ìåñòî âûðîæäåíèå.
Îòìåòèì, ÷òî ïðèíÿòîå â àòîìíîé ñïåêòðîñêîïèè ïðàâèëî íóìåðàöèè: n ≥ l + 1 ÿâëÿåòñÿ

÷èñòî óñëîâíûì. Îíî, îäíàêî, óäîáíî, ò.ê. ïðè ýòîì äëÿ àòîìà âîäîðîäà âîñïðîèçâîäèòñÿ ôîð-
ìóëà Áîðà (ñì. íèæå ðàçä.12.4). Â ÿäåðíîé ñïåêòðîñêîïèè, íàïðèìåð, ïðèíÿòî äðóãîå ïðàâèëî
íóìåðàöèè ñîñòîÿíèé.

Ðàäèàëüíûå ôóíêöèè è ýíåðãèè áóäåì òåïåðü ïèñàòü â âèäå Pnl(r) è εnl. Îíè ïîëó÷àþòñÿ
êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óðàâíåíèÿ (4.15) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ
(4.16). Ïðè ε < 0 (à â ðÿäå ñëó÷àåâ è ïðè ε > 0) Pnl(r) ìîæíî âûáðàòü äåéñòâèòåëüíûìè.
Ôóíêöèè ñ îäèíàêîâûìè l óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè:∫ ∞

0

Pn′l(r)Pnl(r)dr = δnn′ (4.18)

Óñëîâèÿ (4.13) è (4.18) îáåñïå÷èâàþò íîðìèðîâêó è îðòîãîíàëüíîñòü ïîëíîé ôóíêöèè∫
ψ∗

n′l′m′ψnlmdr =δnn′δll′δmm′ (4.19)
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Ðèñ. 4.1: Ðàäèàëüíûå ôóíêöèè ñîñòîÿíèé 3s è 3d àòîìîâ Na è H.

Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü êîðîòêî íà ïîâåäåíèè ôóíêöèé Pnl(r) (ñì. ðèñ.4.1). Èç óðàâíåíèÿ (4.15)
ñ ó÷åòîì óñëîâèé Pnl(0) = 0, C(ε) = 0 íàõîäèì:

r → 0 Pnl(r) ∼ rl+1

r → ∞ Pnl(r) ∼ rµe−αr = e−αr+µ ln(r) , α =
√
−εnl , µ = z/α

(4.20)

Íàëè÷èå ëîãàðèôìè÷åñêîãî ÷ëåíà â àñèìïòîòèêå Pnl(r) õàðàêòåðíî äëÿ Êóëîíîâà ïîëÿ.
Â ïðîìåæóòî÷íîé îáëàñòè Pnl(r) ìîæåò îñöèëëèðîâàòü. Èç îáùåé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, îäíàêî, ñëåäóåò, ÷òî â íèçøåì ñîñòîÿíèè (n0 = l+1) ôóíêöèÿ Pnl(r) íå èìååò óçëîâ,
çà èñêëþ÷åêèåì êðàåâûõ òî÷åê (0,∞). Äëÿ êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî n Pnl(r) ïðèîáðåòàåò îäèí
óçåë, òàê ÷òî îáùåå ÷èñëî óçëîâ (íå ñ÷èòàÿ êðàåâûõ òî÷åê) ðàâíî n−l−1. Ïîñëåäíèé ìàêñèìóì
âñåãäà íàèáîëåå âûñîê è øèðîê. Îí íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì ìàêñèìóìîì ðàäèàëüíîé ôóíêöèè
è ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè, ãäå íàèáîëåå âåðîÿòíî îáíàðóæèòü ýëåêòðîí. Ïîëîæåíèå ãëàâíîãî
ìàêñèìóìà ìîæíî ïðèáëèæåííî îöåíèòü ïî àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå (4.20)

rm ≈ µ

α
=

z

|εnl|
(4.21)

4.6 ε > 0 - ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå

Ïðè ε > 0 íà ïàðàìåòð C â (4.17) íå íàêëàäûâàåòñÿ êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé. Àñèìïòîòèêó
P (r) ìîæíî ïðè ýòîì ïåðåïèñàòü â âèäå

P (r) ∼ e−ikr + Ceikr ∼ sin (kr + η) , k =
√
ε (4.22)

åñëè ïîëîæèòü C = e−2iη. Çäåñü k - âîëíîâîå ÷èñëî, ò.å. èìïóëüñ. Êàê âèäíî, P (r) îñòàåòñÿ
êîíå÷íîé íà ëþáîì ðàññòîÿíèè îò àòîìíîãî îñòàòêà (ñâîáîäíîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà). Âîçìîæ-
íû ëþáûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, ò.å. ïðè ε > 0 ìû èìååì íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Ïîýòîìó áóäåì
õàðàêòåðèçîâàòü ñîñòîÿíèå íå äèñêðåòíûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè n, à ýíåðãèåé ε. Ðàäèàëüíûå
ôóíêöèè áóäåì îáîçíà÷àòü Pεl(r).

Â ïîëå ñ Êóëîíîâñêîé àñèìïòîòèêîé (4.22) íóæíî óòî÷íèòü, ó÷òÿ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé
ìíîæèòåëü ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå òàê æå, êàê â (4.20), ïîëó÷àåì ”Êóëîíîâñêèé
ëîãàðèôì”:
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P (r) ∼ sin
(
kr +

z

k
ln(r) + η

)
(4.23)

Íîðìèðîâêà ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.5):∫ ∞

0

Pε′l(r)Pεl(r)dr = δ (ε− ε′) (4.24)

4.7 ×åòíîñòü

Ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà â öåíòðàëüíîì ïîëå õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè nlm (â
íåïðåðûâíîì ñïåêòðå εlm). Ýòè êâàíòîâûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþò òðåì äèíàìè÷åñêèì ïåðåìåí-
íûì, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå - ýíåðãèè, îðáèòàëüíîìó ìîìåíòó, ïðîåêöèè
ìîìåíòà. Ìîæíî ñêàçàòü è â îáùåì ñëó÷àå, ÷òî èñïîëüçóåìûå äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû êâàíòîâûå
÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ”ïðàâèëüíûìè” òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ñîîòâåòñòâóþò ñîõðàíÿþùèì-
ñÿ âåëè÷èíàì, îïåðàòîðû êîòîðûõ êîììóòèðóþò ñ ãàìèëüòîíèàíîì.

Ãàìèëüòîíèàí öåíòðàëüíîãî ïîëÿ êîììóòèðóåò òàêæå ñ îïåðàòîðîì èíâåðñèè I - èçìåíå-
íèåì çíàêîâ âñåõ êîîðäèíàò. Åñëè ïðè èíâåðñèè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ èëè ìåíÿåò
çíàê:

Iψ (r) ≡ ψ (−r) = ±ψ (r) (4.25)

òî ãîâîðÿò, ÷òî ñîñòîÿíèå èìååò îïðåäåëåííóþ ÷åòíîñòü - ñîîòâåòñòâåííî, ÷åòíî èëè íå÷åòíî.
Äëÿ ñîñòîÿíèé, îïèñûâàåìûõ âîëíîâîé ôóíêöèåé (4.9),

Iψ (r) =
1

r
P (r) · Ylm(π − θ,−φ) = (−1)l

1

r
P (r) · Ylm(θ, φ) (4.26)

÷åòíîñòü ñîñòîÿíèÿ çàäàíà è ðàâíà (−1)l.
Çàäàíèå ÷åòíîñòè íå íåñåò, âîîáùå ãîâîðÿ, äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè. Îíî,

îäíàêî, ïîëåçíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, íåòðóäíî ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ íå÷åòíûõ îïåðàòîðîâ (íàïðèìåð, r, p è ò.ï.) îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü íåäèàãîíàëüíûå
ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðàçëè÷íîé ÷åòíîñòè, ò.å. ïðè ∆l - íå÷åòíîì.

Äëÿ àòîìà H èìååò ìåñòî âûðîæäåíèå ïî l (ñì. òàêæå ðàçä.5.1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàðÿäó
ñ (4.9) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñîñòîÿíèå ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé âèäà

ψ =
∑
l

clψnlm =
∑
l

cl
1

r
Pnl(r) · Ylm(θ, φ) (4.27)

Òàêèå ñîñòîÿíèÿ íå èìåþò îïðåäåëåííîé ÷åòíîñòè.

5 Ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð è îïòè÷åñêèå ïåðåõîäû

5.1 Âîäîðîä è èçîýëåêòðîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü [H]

Äëÿ ÷èñòî Êóëîíîâñêîãî ïîëÿ U (r) = −z
r
ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ðàäèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ â âèäå (ε < 0) :

Pnl (r) = Arµe−αr
∑
k

bkr
−k (5.1)
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Ïîäñòàâëÿÿ (5.1) â (4.15), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ bk. Ìû
íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà äåòàëÿõ (ñì. êóðñû êâàíòîâîé ìåõàíèêè); ïðèâåäåì ëèøü ðå-
çóëüòàò. ×òîáû Pnl (r) áûëà îãðàíè÷åíà ïðè r → ∞, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ðÿä îáðûâàëñÿ íà
íåêîòîðîì k1. Èç óñëîâèÿ bk1+1 (εl) = 0 ïîëó÷àåì

εk1 = −z2/n2 , n = k1 + l + 1 (5.2)

ò.å. ñíîâà ïîëó÷àåì ôîðìóëó Áîðà ïðè óñëîâèè íóìåðàöèè óðîâíåé n ≥ l + 1. Êàê è â òåîðèè
Áîðà, ñîñòîÿíèÿ îêàçûâàþòñÿ âûðîæäåííûìè ïî îðáèòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó l. Ïîëíàÿ
êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ n-ãî óðîâíÿ

gn =
∑n−1

l=0
(2l + 1) = n2 (5.3)

Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà [H], î÷åâèäíî, 1s. Èçëó÷åíèå ïðîèñõîäèò ïðè
ïåðåõîäå k − n. Ïðè ýòîì èñïóñêàåòñÿ êâàíò ñ ýíåðãèåé

}ωkn = z2
(

1

n2
− 1

k2

)
Ry (5.4)

Âñþ ñîâîêóïíîñòü ëèíèé äåëÿò íà ñïåêòðàëüíûå ñåðèè â çàâèñèìîñòè îò n:
Ñåðèÿ Ëàéìàíà }ωk1 = z2 (1− 1/k2)Ry k > 1,
Ñåðèÿ Áàëüìåðà }ωk2 = z2 (1/4− 1/k2)Ry k > 2,
Ñåðèÿ Ïàøåíà }ωk3 = z2 (1/9− 1/k2)Ry k > 3
è ò.ä. Çäåñü Ry = 13.6 eV = 109673 cm−1.
Ïîñëåäîâàòåëüíûå ëèíèè ñåðèè Ëàéìàíà îáîçíà÷àþòñÿ Lα, Lβ, Lγ, Lδ, ... äëÿ ïåðåõîäîâ ñ

∆n = 1, 2, 3, 4 .... Ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíèè â ñåðèè Áàëüìåðà îáîçíà÷àþòñÿ Hα, Hβ, Hγ, Hδ, ...

5.2 Ïîëe ðàñïðåäåëåííîãî çàðÿäà

Â ïîëå U (r) = −ζ (r) /r ε = ε(n, l), ò.å. çàâèñèò êàê îò n, òàê è îò l. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
çàâèñèìîñòü îò n ñèëüíåå, ÷åì îò l, è óðîâíè ãðóïïèðóþòñÿ â ãðóïïû ñ îäèíàêîâûìè n è
ðàçëè÷íûìè l. Ñ óâåëè÷åíèåì l ýíåðãèÿ ε ðàñòåò (|ε| óáûâàåò). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè
ìàëûõ l ýëåêòðîí çàìåòíîå âðåìÿ ïðîâîäèò âáëèçè ÿäðà, ãäå ζ (r) ≫ z. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïðè ìàëûõ l ýëåêòðîí ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïðîíèêàåò â îáëàñòü ìåíüøåé ýêðàíèðîâêè.
Ïîñêîëüêó âåçäå ζ (r) ≥ z, âñå óðîâíè εnl ëåæàò íèæå ñîîòâåòñòâóþùèõ âîäîðîäîïîäîáíûõ:

εnl ≤ εHn = −z2/n2 (5.5)

Ïðè áîëüøèõ l ýëåêòðîí ïî÷òè âñå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëÿ, ò.å.
óðîâíè ñòàíîâÿòñÿ âîäîðîäîïîäîáíûìè. Ýíåðãèþ ýëåêòðîíà â ïîëå U (r) óäîáíî çàïèñàòü â
âèäå

εnl = − z2

(n−∆)2
= − z2

n2
∗

(5.6)

Îïðåäåëÿåìàÿ ýòèì ñîîòíîøåíèåì âåëè÷èíà ∆ íàçûâàåòñÿ êâàíòîâûì äåôåêòîì, à n∗ =
n − ∆ - ýôôåêòèâíûì ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ãîâîðèëîñü, ÷òî
÷èñëî óçëîâ ðàäèàëüíîé ôóíêöèè ðàâíî n − l − 1. Ôàêòè÷åñêè n − n∗ èç íèõ ëåæàò â óçêîé
îáëàñòè âáëèçè r = 0.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî ∆ > 0 è óáûâàåò ñ ðîñòîì l. Äëÿ áîëüøèõ l ∆ → 0.
Ïîíÿòèå êâàíòîâîãî äåôåêòà îñîáåííî ïîëåçíî ïîòîìó, ÷òî ∆ â îñíîâíîì çàâèñèò îò l è ëèøü
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[H]

s p d f

n

1

2

3

 0

-E/Z
2

1Ry

Ðèñ. 5.1: Ñõåìà óðîâíåé ýíåðãèè àòîìà H.

2

1

�ω = ∆E = E2 – E1

Ðèñ. 5.2: Îïòè÷åñêèé ïåðåõîä

âåñüìà ñëàáî îò n. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âäîëü ñïåêòðàëüíîé ñåðèè ∆ ≈ const. Çíàÿ εnl äëÿ ïåðâûõ
óðîâíåé ñåðèè, ìîæíî îïðåäåëèòü ∆(l) è çàòåì εnl äëÿ îñòàëüíûõ óðîâíåé.

Ñõåìó óðîâíåé àòîìà óäîáíî èçîáðàçèòü â âèäå äèàãðàììû (ðèñ.5.1). Øòðèõîâêà èçîáðà-
æàåò íåïðåðûâíûé ñïåêòð. Âíèç îò ãðàíèöû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îòêëàäûâàåòñÿ âåëè÷èíà
−εnl/z2. Äëÿ [H] ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò z; äëÿ äðóãèõ ïîëåé - çàâèñèò îò z, íî ñðàâíèòåëüíî
ñëàáî. Âïðàâî èäóò ñïåêòðàëüíûå ñåðèè s, p, d .... Âîëíèñòûå ëèíèè îçíà÷àþò èçëó÷àòåëüíûå
ïåðåõîäû. Äèàãðàììû äëÿ ðåàëüíûõ àòîìîâ áóäóò ðàññìîòðåíû ïîçäíåå.

5.3 Îïòè÷åñêèå ïåðåõîäû

Ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïîëåì èçëó÷åíèÿ àòîì ìîæåò ïåðåõîäèòü ñ óðîâíÿ íà óðîâåíü, èñïóñêàÿ
èëè ïîãëîùàÿ ôîòîí ñ ýíåðãèåé ~ω (ðèñ.5.2). Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà a1 − a2 ïðîïîðöèîíàëüíà
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ íà ÷àñòîòå ω = (E2 − E1)/~.
Êðîìå òîãî, äàæå ïðè íóëåâîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ àòîì ìîæåò èç âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ
ïåðåéòè â áîëåå íèçêîå a1, èñïóñòèâ ôîòîí ~ω. Òàêèå ïåðåõîäû íàçûâàþòñÿ ñïîíòàííûìè.

Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî òèïà ïåðåõîäà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îò
ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì. Ïîäðîáíåå ïðîöåññû èçëó÷åíèÿ è ïî-
ãëîùåíèÿ ìû ðàññìîòðèì ïîçäíåå. Çäåñü æå ïðèâåäåì ëèøü âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ñïîí-
òàííîãî ïåðåõîäà a2 − a1 â íàèáîëåå âàæíîì ñëó÷àå "”äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ”. Ýòà âåëè÷èíà
íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì Ýéíøòåéíà A21. Äëÿ íåâûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé a2 è a1

A21 =
∆ε3

6 · 1373τ 0
|⟨a2 |r| a1⟩|2 , τ 0 =

a0
v0

=
~3

me4
(5.7)

ãäå τ 0 - àòîìíàÿ åäèíèöà âðåìåíè, ∆ε = ∆E/Ry = ~ω/Ry. A21 èìååò ðàçìåðíîñòü s−1 è
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ïîðÿäîê âåëè÷èíû 10−10 s−1 (ïðè z = 1). Â äåéñòâèòåëüíîñòè êàæäîå ñîñòîÿíèå âûðîæäåíî ïî
ìàãíèòíûì êâàíòîâûì ÷èñëàì m. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà íàäî ïðîñóììèðîâàòü ïî êîíå÷íûì
ñîñòîÿíèÿì m1 è óñðåäíèòü ïî íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèÿì m2. Îáîçíà÷èâ ñòàòâåñ ñîñòîÿíèÿ a2
÷åðåç g2 = 2l2 + 1, ïîëó÷àåì:

A21 =
∆ε3

6 · 1373τ 0g2

∑
m1m2

|⟨n2l2m2 |r|n1l1m1⟩|2 (5.8)

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îò âåêòîðíîãî îïåðàòîðà r îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèÿ

∆l = l2 − l1 = ±1 (5.9)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì îòáîðà. Îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà
è ÷åòíîñòè ñèñòåìû ”àòîì + ïîëå èçëó÷åíèÿ”. Â ñëó÷àå äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ ôîòîí îáëàäàåò
ìîìåíòîì sν = 1 è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ÷àñòèöåé. Èç ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà ñèñòåìû ñëåäóåò
l2 = l1+ sν , ò.å. l1 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ l2+1, l2, l2− 1. Èç ñîõðàíåíèÿ ÷åòíîñòè ñëåäóåò
(ñð. ðàçä.4.5), ÷òî ∆l - íå÷åòíîå. Äâà óñëîâèÿ äàþò ñîîòíîøåíèå (5.9).

6 Ìíîãîýëåêòðîííûé àòîì

6.1 Ñïèíîâûé ìîìåíò

Â ïðèáëèæåíèè öåíòðàëüíîãî ïîëÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà áûëà ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ψ(r) =
1

r
Pnl(r) · Ylm(θ, φ)

Â äåéñòâèòåëüíîñòè êàæäûé ýëåêòðîí îáëàäàåò ñïèíîì - âíóòðåííèì ìîìåíòîì êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ. Â êàêîì-òî ñìûñëå ýòî ñâîéñòâî ïîäîáíî ìîìåíòó âîë÷êà, íî àíàëîãèÿ âåñüìà îãðà-
íè÷åíà. Âåëè÷èíà ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà äëÿ âñåõ ýëåêòðîíîâ îäèíàêîâà s = 1

2
; åãî ïðîåêöèÿ

íà îñü z ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ ms = ±1/2.
Ïîëíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýëåêòðîíà äîëæíà îïèñûâàòü è åãî îîáñòâåííé ìîìåíò, ò.å. îíà

èìååò âèä

ψ(r, σ) = |nlmlms >=
1

r
Pnl(r) · Ylml(θ, φ)ηms(σ) (6.1)

Çäåñü è íèæå ïðîåêöèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà l îáîçíà÷àåòñÿ ml. Ñïèíîâàÿ êîîðäèíàòà
σ ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ ±1/2. Äëÿ ÷àñòèö ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ms ηms(σ) =
δ(σ,ms). Âîçìîæíû, ðàçóìååòñÿ, è ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ∑

σ

ηms
1
(σ)ηms

2
(σ) = δ (ms

1,m
s
2) (6.2)

è ñëåäîâàòåëüíî

< n1l1m
l
1m

s
1|n2l2m

l
2m

s
2 >= δ (n1, n2) δ (l1, l2) δ

(
ml

1,m
l
2

)
δ (ms

1,m
s
2) (6.3)

Â ðàìêàõ íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ñïèí ýëåêòðîíà íå âõîäèò íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà è ïîòîìó íå ñêàçûâàåòñÿ íà îðáèòàëüíîì äâèæåíèè îäíîãî ýëåêòðîíà. Îäíàêî,
áëàãîäàðÿ òîæäåñòâåííîñòè ýëåêòðîíîâ âåëè÷èíà ñïèíà íàëàãàåò óñëîâèÿ íà ñèììåòðèþ âîëíî-
âîé ôóíêöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêàçûâàåòñÿ íà ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðîíîâ â ìíîãîýëåêòðîííîì
àòîìå (ñì. íèæå).
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6.2 Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî îáîëî÷êàì

Îáîëî÷êîé ìû áóäåì íàçûâàòü ãðóïïó îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ñ äàííûìè n, l è ïðîèçâîëü-
íûìè ml,ms (èíîãäà äëÿ ñîñòîÿíèé n, l èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ïîäîáîëî÷êà, à îáîëî÷êîé íàçû-
âàþò ñîâîêóïíîñòü ïîäîáîëî÷åê ñ äàííûì n è ëþáûìè l). Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ â àòîìå
ïî ñîñòîÿíèÿì îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè: ïðèíöèïîì ìèíèìóìà ýíåðãèè è
ïðèíöèïîì Ïàóëè. Ñîãëàñíî ïåðâîìó � ýëåêòðîíû çàíèìàþò ýíåðãåòè÷åñêè íèçøèå äîñòóïíûå
ñîñòîÿíèÿ. Îäíàêî ïðèíöèï Ïàóëè íå ïîçâîëÿåò âñåì ýëåêòðîíàì ðàñïîëîæèòüñÿ â ñàìîì íèç-
êîì ñîñòîÿíèè 1s. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ïàóëè â êàæäîì ñîñòîÿíèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå
îäíîãî ýëåêòðîíà.

Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ïðèáëèæåíèè öåíòðàëüíîãî ïîëÿ íå çàâèñèò îò êâàíòîâûõ ÷èñåë
ml,ms, ò.å. âñå ýëåêòðîíû â îáîëî÷êå èìåþò îäíó è òó æå ýíåðãèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäîé
îáîëî÷êå ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå

gnl = 2(2l + 1) (6.4)

ýëåêòðîíîâ, ò.å. â ns îáîëî÷êå - íå áîëåå 2 ýëåêòðîíîâ, â np îáîëî÷êå - íå áîëåå 6 è ò.ä. Âåëè÷èíà
gnl íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì ñîñòîÿíèÿ nl.

×èñëî ñîñòîÿíèé ñ äàííûìè n è ëþáûì l, î÷åâèäíî, ðàâíî

gn =
∑n−1

l=0
2(2l + 1) = 2n2 (6.5)

Ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì q ýëåêòðîíîâ íàõîäÿòñÿ â îáîëî÷êå nl, áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà-
÷àòü nlq (1 ≤ q ≤ gnl).

Ïðèíöèï Ïàóëè ñâÿçàí ñ òîæäåñòâåííîñòüþ ýëåêòðîíîâ è ñ òåì, ÷òî ñïèí ýëåêòðîíà ïî-
ëóöåëûé. Òîò æå ïðèíöèï ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íà êîîðäèíàòíîì ÿçûêå: â îäíîé òî÷êå íå
ìîæåò íàõîäèòüñÿ áîëåå îäíîãî ýëåêòðîíà ñ äàííûì íàïðàâëåíèåì ñïèíà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
Ψ(r1σ1, ...rNσN) îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ri = rj äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåêòðîíîâ ñ ïàðàëëåëüíûìè
ñïèíàìè. Äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ àíòèïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè ýòî îãðàíè÷åíèå îòñóòñòâóåò. Òà-
êèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó Ïàóëè îðèåíòàöèÿ ñïèíîâ ñêàçûâàåòñÿ íà ðàñïðåäåëåíèè
ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿ.

6.3 Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà

Ïðèíöèï ìèíèìóìà ýíåðãèè è ïðèíöèï Ïàóëè îïðåäåëÿþò äëÿ êàæäîãî àòîìà â íîðìàëüíîì
ñîñòîÿíèè ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî îáîëî÷êàì nl. Òåì ñàìûì ìû ïðèõîäèì ê îáîëî÷å÷-
íîé òåîðèè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû Ìåíäåëååâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì â ðàçäåëå 5.2
íàèáîëåå ñóùåñòâåííî äëÿ ýíåðãèè ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî n, à ïðè äàííîì n ýíåðãèÿ ðàñòåò
ñ ðîñòîì l. Ïîýòîìó îáîëî÷êè çàïîëíÿþòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 3d... .

Îáîëî÷êå 1s ñîîòâåòñòâóþò àòîìû: H(1s) è He(1s2). Äàëåå ñëåäóåò 2-é ïåðèîä, â êîòîðîì
çàïîëíÿþòñÿ îáîëî÷êè 2s è 2p: Li(2s), Be(2s2), B(2p),... . Äëÿ êðàòêîñòè ìû, ãäå ìîæíî, áóäåì
îïóñêàòü óæå çàïîëíåííûå îáîëî÷êè.

Â òðåòüåì ïåðèîäå çàïîëíÿþòñÿ îáîëî÷êè 3s è 3p: äî Ar(3s23p6). Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàïîëíåíèÿ îáîëî÷åê íàðóøàåòñÿ. Ýíåðãåòè÷åñêè ñîñòîÿíèå 4s îêàçûâàåòñÿ áîëåå âûãîäíûì,
÷åì 3d, ò.å. çà Ar ñëåäóþò K(4s), Ca(4s2) è ëèøü çàòåì Sc(3d4s2), Ti(3d24s2) è ò.ä.

Îáúÿñíèòü ýòî íàðóøåíèå ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ ïðèáëèæåíèåì ê öåíòðó àòîìà
ïîëå ïðèòÿæåíèÿ áûñòðî ðàñòåò, ò.ê. ýêðàíèðîâêà ÿäðà ýëåêòðîíàìè óìåíüøàåòñÿ. Ýëåêòðîí
3d â ñðåäíåì íàõîäèòñÿ íåñêîëüêî áëèæå ê ÿäðó, ÷åì 4s, íî â îáëàñòè íàèáîëåå ñèëüíîãî ïîëÿ
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ψ3d ∼ r2, ò.å. âåñüìà ìàëà. Â òî æå âðåìÿ ψ4s ∼ r0 = const ïðè r → 0 è îáëàñòü ìàëûõ r äàåò
ñóùåñòâåííûé âêëàä â ýíåðãèþ. Ïîýòîìó ε(4s) < ε(3d) (íàïîìíèì, ÷òî ýíåðãèÿ ïðèòÿæåíèÿ
îòðèöàòåëüíà). Èç ýòîãî îáúÿñíåíèÿ âèäíî, ÷òî íàðóøåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàïîëíåíèÿ
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè z = 1 îòíîøåíèå ýôôåêòèâíûõ çàðÿäîâ ζ(0)/ζ(∞) ≪ Zn/z � âåëèêî.
Äëÿ èîíîâ äîñòàòî÷íî âûñîêîé êðàòíîñòè (z ≫ 1) ýòî îòíîøåíèå ìåíüøå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàïîëíåíèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ: ε(3d) < ε(4s) ïðè z ≫ 1 (ôàêòè÷åñêè óæå ïðè z > 3).

Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî n + l, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çàïîëíåíèÿ îáîëî÷åê îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé n + l. Êàê âèäíî èç ñêàçàííîãî, ýòî ïðàâèëî
ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ íåéòðàëüíûõ àòîìîâ è ïåðâûõ èîíîâ. Âîîáùå, ïîìèìî ïåðèîäè÷å-
ñêîé ñèñòåìû äëÿ íåéòðàëüíûõ àòîìîâ, ìîæíî ãîâîðèòü î ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåìàõ äëÿ èîíîâ
ðàçëè÷íîé êðàòíîñòè. Î÷åâèäíî, ýòè ñèñòåìû áóäóò íåñêîëüêî ðàçëè÷íû.

7 Íåöåíòðàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå è òåðìû

7.1 Íåöåíòðàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå

Â ïðèáëèæåíèè öåíòðàëüíîãî ïîëÿ ýíåðãèÿ àòîìà îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë nili
äëÿ âñåõ ýëåêòðîíîâ. Òàêîé íàáîð áóäåì íàçûâàòü êîíôèãóðàöèåé è îáîçíà÷àòü (nl). Ñîñòî-
ÿíèå àòîìà õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíôèãóðàöèåé (nl) è íàáîðîì êâàíòîâûõ ÷èñåë (m) � ïðîåêöèé
ìîìåíòîâ ml

im
s
i . Åñëè H0 � ãàìèëüòîíèàí öåíòðàëüíîãî ïîëÿ, òî:

H0Ψ
(0)
(nlm) =

∑
i

[
p2i + 2Ui(ri)

]
Ψ

(0)
(nlm) = E

(0)
(nl)Ψ

(0)
(nlm) (7.1)

ïðè÷åì

E
(0)
(nl) =

∑
i εnili , Ui(r) = − ζ(r)

r

Ψ
(0)
(nlm) =

∏
i

ψi(riσi) =
∏
i

∣∣nilim
s
im

l
i

⟩ (7.2)

Êàæäîå ñîñòîÿíèå (nlm) ìíîãîêðàòíî âûðîæäåíî. Êðîìå ôóíêöèé (7.2) ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé
H0 ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

Ψ =
∑
(m)

∑
P

C(m)CP P̂Ψ
(0)
(nlm) , (7.3)

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî íàáîðàì ìàãíèòíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë (ø) è ïî âñåâîçìîæíûì ïåðåñòà-

íîâêàì P̂ ýëåêòðîíîâ.
Îãðàíè÷èìñÿ ïîêà íåðåëÿòèâèñòñêèì ïðèáëèæåíèåì. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ìíîãîýëåêòðîí-

íîãî àòîìà ðàâåí (â åä. Ry):

H = H0 + V

V =
∑′

i ̸=j

2

rij
−
∑

i

2

ri
−
∑

i U(ri)
(7.4)

Ïðè ðåøåíèè òî÷íîé çàäà÷è âûðîæäåíèå ïî (m) ïî êðàéíåé ìåðå ÷àñòè÷íî ñíèìàåòñÿ. Âçà-
èìîäåéñòâèå V íåöåíòðàëüíî: îíî çàâèñèò îò ìåæýëåêòðîííûõ ðàññòîÿíèé è, ñëåäîâàòåëüíî,
îò âçàèìíîé îðèåíòàöèè îðáèò (ò.å. îò ml

i) è îò ñèììåòðèè âîëíîâîé ôóíêöèè (ò.å. îò ms
i ).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñ ó÷åòîì âûðîæäåíèÿ ìû äîëæíû
ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé: ∑

a′

[⟨a|V |a′⟩ −∆Eδ(a, a′)]Ca′ = 0 (7.5)
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ãäå èíäåêñû a è a′ � ýòî êîìïëåêòû ìàãíèòíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë (m) ïðè çàäàííîé êîíôèãó-
ðàöèè (nl). Ïîïðàâêà ê ýíåðãèè I ïîðÿäêà ∆E îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì âåêîâîãî óðàâíåíèÿ:

|⟨a|V |a′⟩ −∆Eδ(a, a′)| = 0 , (7.6)

à êîýôôèöèåíòû Ca = C(m) îïðåäåëÿþò ”ïðàâèëüíóþ” âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñîãëàñíî (7.3).
Îòìåòèì, ÷òî ïðè V → 0 ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ∆E → 0, íî êîýôôèöèåíòû C(m) îñòàþòñÿ
êîíå÷íûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ”ïðàâèëüíûå” ôóíêöèè èìåþò ñìûñë íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû
ïîëÿ. Ìàòðèöà Haa′ â íîâûõ ôóíêöèÿõ áóäåò äèàãîíàëüíà. Ïîýòîìó îïèñàííóþ ïðîöåäóðó
÷àñòî íàçûâàþò äèàãîíàëèçàöèåé H.

Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà òðåáóåò ãðîìîçäêèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ìîæíî, îäíàêî, óãàäàòü
(êëàññèôèöèðîâàòü) ”ïðàâèëüíûå” âîëíîâûå ôóíêöèè, íå ïðèáåãàÿ ê ðàñ÷åòàì. Ïðàâèëüíàÿ
ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé âñåõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ñî-
õðàíÿþòñÿ âìåñòå ñ ýíåðãèåé àòîìà. Òàêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ ïðåæäå âñåãî ïîëíûå
ìîìåíòû : îðáèòàëüíûé L è ñïèíîâûé S:

L =
∑
i

li , S =
∑
i

si (7.7)

Âìåñòî âåêòîðíûõ õàðàêòåðèñòèê ìû áóäåì, êàê îáû÷íî, èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíû ìîìåíòîâ
L è S è èõ ïðîåêöèè íà îñü z : ML è MS. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðàâèëüíûå ôóíêöèè äîëæíû
áûòü ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðîâ L2, S2, Lz, Sz

L̂2Ψ = L(L+ 1)Ψ, Ŝ2 = S(S + 1)Ψ, L̂zΨ =MLΨ, ŜzΨ =MSΨ
Ψ = |γSLMSML⟩

(7.8)

ãäå γ - íàáîð ïðî÷èõ êâàíòîâûõ ÷èñåë (â ò.÷. (nl)). Ñîñòîÿíèå γSL âûðîæäåíî ïî MSML, ò.å.
ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ ñîñòîÿíèÿ ðàâåí gSL = (2S + 1)(2L+ 1).

7.2 Cèñòåìà èç äâóõ ýëåêòðîíîâ

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû äâóõ ýëåêòðîíîâ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì êîíôèãóðàöèé è ïîë-
íûõ ìîìåíòîâ: n1l1n2l2SLMSML. Ïðè ýòîì L â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè âåêòîðíîãî ñëîæåíèÿ
êâàíòîâîé ìåõàíèêè ìîæåò ïðèíèìàòü âñå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îò |l1 − l2| äî l1 + l2. Àíà-
ëîãè÷íî S ìîæåò áûòü ðàâíî s1 − s2 = 0 èëè s1 + s2 = 1. Ïðîåêöèè ìîìåíòîâ ñêëàäûâàþòñÿ
àëãåáðàè÷åñêè, ò.å. ML = ml

1 +ml
2 è MS = ms

1 +ms
2.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëî ñîñòîÿíèé â ïðåäñòàâëåíèè (nl)SLMSML òî æå, ÷òî â ïðåä-
ñòàâëåíèè (nl)ms

1m
s
2m

l
1m

l
2 ∑

SL

(2S + 1)(2L+ 1) = 4(2l1 + 1)(2l2 + 1) (7.9)

Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî ”ïðèíöèïà ñïåêòðîñêîïè÷åñêîé ñòàáèëüíîñòè”: ÷èñëî âîçìîæ-
íûõ ñîñòîÿíèé N -ýëåêòðîííîé ñèñòåìû íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòîò ïðèíöèï î÷åíü óäî-
áåí äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè è ïîëíîòû âûáðàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Íèæå ìû âîñïîëü-
çóåìñÿ ýòèì ïðèåìîì.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ â ïðåäñòàâëåíèè ïîëíûõ ìîìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèåé (7.3). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì îðáèòàëüíûå è ñïèíîâûå ôóíêöèè ïðåîáðà-
çóþòñÿ íåçàâèñèìî, à ðàäèàëüíûå ôóíêöèè P (r) âîîáùå íå çàòðàãèâàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì,
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ò.ê. íå çàâèñÿò îò (m). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû C(m) íå çàâèñÿò îò êâàíòîâûõ ÷èñåë
n. Ýòè êîýôôèöèåíòû îïèñûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå îò ôóíêöèé

∣∣ml
1m

l
2

⟩
ê ôóíêöèÿì |LML⟩ è

àíàëîãè÷íî äëÿ ñïèíîâûõ ôóíêöèé. Ïåðåïèøåì (7.3) â áîëåå ÿâíîé ôîðìå:

ΨSLMSML
≡ |n1l1n2l2SLMSML⟩

=
∑

(m)

(
1
2
1
2
SMS|12m

s
1
1
2
ms

2

) (
l1l2LML|l1ml

1l2m
l
2

) ∣∣n1l1m
s
1m

l
1

⟩ ∣∣n2l2m
s
2m

l
2

⟩ (7.10)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû òèïà (j1j2JMJ |j1m1j2m2), ãäå j è J ñîîòâåòñòâóþò îðáèòàëüíûì èëè
ñïèíîâûì ìîìåíòàì, íàçûâàþòñÿ êîôôèöèåíòàìè Êëåáøà-Ãîðäîíà. Ýòè êîýôôèöèåíòû íå
çàâèñÿò îò êàêèõ-ëèáî âçàèìîäåéñòâèé ýëåêòðîíîâ, ò.å.îïðåäåëÿþò ëèøü ïåðåõîä îò îäíîãî
îïèñàíèÿ ïàðû ìîìåíòîâ ê äðóãîìó îïèñàíèþ (ïðåäñòàâëåíèþ). Èõ ìîæíî îïðåäåëèòü âåñü-
ìà îáùèìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òåîðèè ãðóïï. Äâà êîýôôèöèåíòà (ñïèíîâîé è
îðáèòàëüíûé) â ôîðìóëå (7.10) ôóíêöèîíàëüíî ñîâåðøåííî îäèíàêîâû è îòëè÷àþòñÿ ëèøü
çíà÷åíèÿìè àðãóìåíòîâ.

×àñòî âìåñòî êîôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäîíà èñïîëüçóþòñÿ áîëåå ñèììåòðè÷íûå âåëè÷èíû
� ”3j-ñèìâîëû” (Âèãíåð):(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
= (−1)j1−j2−m3

1

(2j1 + 1)1/2
(j1j2j3 −m3|j1m1j2m2) (7.11)

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 3j-ñèìâîëîâ ïðèâåäåíû â Appendix'e.

7.3 Ãåíåàëîãè÷åñêàÿ ñõåìà, òåðìû

Â ñëó÷àå òðåõ è áîëåå ýëåêòðîíîâ çàäàíèÿ ïîëíûõ ìîìåíòîâ óæå íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîé
õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû. Íóæíî çàäàòü åùå ïðîìåæóòî÷íûå ñóììû. Òàê äëÿ òðåõ ýëåêòðîíîâ
ñíà÷àëà ñêëàäûâàþòñÿ ìîìåíòû äâóõ ýëåêòðîíîâ l1+ l2 = L12, çàòåì ê L12 äîáàâëÿåòñÿ ìîìåíò
òðåòüåãî ýëåêòðîíà: L12 + l3 = L. Ðàçóìååòñÿ, òî÷íî ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü ïîëíûé ìîìåíò L. Äëÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ ìîìåíòîâ L12 ïðèáëèæåííî ñîõðàíÿåòñÿ èõ ìîäóëü, àíàëîãè÷íî ñîõðàíåíèþ
ìîäóëåé l1, l2.... Âñå ñêàçàííîå ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ ñïèíîâ.

Ñîâîêóïíîñòü ìîìåíòîâ l1l2(L12)l3LML è
1
2
1
2
(S12)

1
2
SMS ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ñè-

ñòåìû òðåõ ýëåêòðîíîâ. Âîçìîæåí è äðóãîé íàáîð ñîñòîÿíèé, íàïðèìåð, l1l3(L13)l2LML. Ýòè
ïðàâèëà ìîæíî î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ. Çàäàíèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ãåíåàëîãè÷åñêîé ñõåìîé. Ñîñòîÿíèå ìíîãî-
ýëåêòðîííîãî àòîìà, îïðåäåëÿåìîå äàííîé ãåíåàëîãè÷åñêîé ñõåìîé è ïîëíûìè ìîìåíòàìè S,L,
íàçûâàåòñÿ òåðìîì:

n1l1n2l2(S2L2)n3l3(S3L3)...SL = γSL , (7.12)

ãäå ÷åðåç γ îáîçíà÷åíà ñîâîêóïíîñòü âñåõ äðóãèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿíèå.
Äëÿ íàñ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âíåøíèé (îïòè÷åñêèé) ýëåêòðîí, ñ ïåðåõîäàìè êî-

òîðîãî ñâÿçàí ñïåêòð èçëó÷åíèÿ àòîìà. Àòîì áåç îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà íàçûâàåòñÿ àòîìíûì
îñòàòêîì (”core”). Îáîçíà÷èâ ñîñòîÿíèå àòîìíîãî îñòàòêà (γcScLc) è ñîñòîÿíèå îïòè÷åñêîãî
ýëåêòðîíà nl, ìîæíî çàïèñàòü òåðì â ôîðìå:

(γcScLc)nlSL (7.13)

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìû áóäåì äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èâàòüñÿ óêàçàíèåì ëèøü çíà÷åíèé ïîëíûõ
ìîìåíòîâ SL.
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Ïîäîáíî òîìó, êàê ñîñòîÿíèÿ ñ l = 0, 1, 2... îáîçíà÷àëèñü s, p, d..., ñîîòîÿíèÿ ñ äàííûì L
îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè áîëüøèìè áóêâàìè:

L = 0, 1, 2, 3, ... → S, P, D, ... (7.14)

Ïàðó ÷èñåë SL ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â ôîðìå 2S+1L. Â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè 2S+1 =
1, 2, 3... ãîâîðÿò î ñèíãëåòíûõ, äóáëåòíûõ, òðèïëåòíûõ, ... òåðìàõ (ñì.íèæå � ðàçä.13 î òîíêîé
ñòðóêòóðå). Äëÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ, íàïðèìåð, âîçìîæíû 1S, 3S, 1P, 3P... . Äëÿ òðåõ ýëåêòðîíîâ
spd âîçìîæíû òåðìû:

sp(1P )d 2P, sp(1P )d 2D, sp(1P )d 2F
sp(3P )d 2,4P, sp(3P )d 2,4D, sp(3P )d 2,4F

ãäå 2,4P îçíà÷àåò 2P è 4P .
Äëÿ àòîìà ñ ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèåé (nl), çàäàííîé ãåíåàëîãè÷åñêîé ñõåìîé è ìîìåí-

òàìè SL , âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé (7.3):

Ψ ≡ |γSLMSML⟩
∑
(m)

C(m) |(nlm)⟩ , (7.15)

ãäå êîýôôèöèåíòû C(m) - ïðîèçâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäîíà.
Ìîìåíòû SLMSML � òî÷íî ñîõðàíÿþòñÿ, à âåëè÷èíû (nl) è ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû ñî-

õðàíÿþòñÿ â I ïîðÿäêå. Ïîýòîìó ìàòðèöà ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ V äèàãîíàëüíà, è
èçìåíåíèå ýíåðãèè â I ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ðàâíî

∆E(γSL) = ⟨γSL |V | γSL⟩ (7.16)

Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå öåíòðàëüíîãî ïîëÿ (nl) ðàñùåïëÿåòñÿ íà òåðìû γSL, ò.å. âûðîæäå-
íèå ÷àñòè÷íî ñíèìàåòñÿ. Êàæäîå ñîîòîÿíèå γSL îñòàåòñÿ âûðîæäåíî ñ êðàòíîñòüþ

gSL = (2S + 1)(2L+ 1) . (7.17)

Äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ ýëåêòðîíîâ âîçìîæíû ñîñòîÿíèÿ ñ ïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè (S = 1)
è ñ àíòèïàðàëëåëüíûìè (S = 0). Â ïåðâîì ñëó÷àå ýëåêòðîíû, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, íå
ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå < r12 > ïðè S = 1 áîëüøå,
÷åì ïðè S = 0. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåíüøå ïðè S = 1:

∆E(3L) < ∆E(1L) (7.18)

- òðèëëåòíûå óðîâíè ëåæàò íèæå, ÷åì ñèíãëåòíûå (ïðè äàííîì L).

8 Îáîëî÷êè ýêâèâàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ

8.1 Ýêâèâàëåíòíûå ýëåêòðîíû

Ýëåêòðîíû, èìåþùèå îäèíàêîâûå nl, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Ãðóïïó èç ýêâèâàëåíòíûõ
ýëåêòðîíîâ áóäåì îáîçíà÷àòü nlk èëè ïðîñòî lk. Òàêèå ýëåêòðîíû ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü çíà÷åíè-
ÿìè ïàðû ìàãíèòíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë mlms, êîòîðûå áóäåì çäåñü äëÿ íàãëÿäíîñòè ïèñàòü â
âèäå m± (äëÿ ms = ±1

2
).
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Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ïàóëè çíà÷åíèÿ m± äëÿ âñåõ ýëåêòðîíîâ äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû.
Ïîýòîìó íå âñå òåðìû SL îêàçûâàþòñÿ âîçìîæíû. Òàê äëÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ s2 âîçìîæíà
ëèøü êîìáèíàöèÿ 0+0− è, ñëåäîâàòåëüíî, îäèí òåðì 1S âìåñòî äâóõ: 1S è 3S. Êîìáèíàöèè
0+0+ è 0−0− çàïðåùåíû ïðèíöèïîì Ïàóëè, êîìáèíàöèÿ 0−0+ äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ
ñîâïàäàåò ñ 0+0−.

Äëÿ ñèñòåìû p2 âîçìîæíû ëèøü òåðìû 1S,3 P,1D èç øåñòè: 1,3S,1,3 P,1,3D . Äîêàçàòåëüñòâî
ïðîùå ïðîâåñòè èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñïåêòðîñêîïè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. ×èñëî âîçìîæíûõ ñî-
ñòîÿíèé äëÿ êîíôèãóðàöèè p2 îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç 6 âåëè÷èí 1±, 0±,−1± ïî 2,
ò.å. ðàâíî 15. Ñîñòîÿíèå ñ ïàðàëëåëüíûìè ñïèíàìè 3L äîëæíî èìåòü ðàçíûå ml, ò.å. ML 6 1.
Ïîëó÷èì òåðì 3P , äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî ñîñòîÿíèé g(3P ) = (2S + 1)(2L + 1) = 9. Ñîñòîÿíèå
ñ ìàêñèìàëüíûì L = 2 âîçìîæíî ëèøü ïðè ðàçíûõ ms: 1+1− , ò.å. èìååì 1D, äëÿ êîòîðî-
ãî g(1D) = 5. Òàêèì îáðàçîì,ìû èñïîëüçîâàëè 14 èç 15 âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Åäèíñòâåííûì
òåðìîì ñ g = 1 ÿâëÿåòñÿ 1S è ìû ïîëó÷àåì óæå óïîìÿíóòûé íàáîð òåðìîâ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû p3 âîçìîæíû òåðìû 4S,2 P,2D .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ l2 âîçìîæíû ëèøü òåðìû ñ ÷åòíîé ñóììîé S+L.
Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ áîëüøåãî ÷èñëà ýëåêòðîíîâ òàêîãî ïðîñòîãî ïðàâèëà íåò.

Äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ òåðÿåò ñìûñë ïîíÿòèå ãåíåàëîãè÷åñêîé ñõåìû, ò.ê. ìû óæå
íå ìîæåì çàíóìåðîâàòü ýëåêòðîíû è óêàçàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëîæåíèÿ èõ ìîìåíòîâ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî òåðì àòîìíîãî îñòàòêà äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ ýëåêòðîíîâ íå çàäàí. Îäíàêî ÷àñòî
áûâàåò óäîáíûì âûïîëíèòü ôîðìàëüíîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè

∣∣lkSL⟩ ïî ôóíêöèÿì, ïîñòðîåí-
íûì ïî ãåíåàëîãè÷åñêîé ñõåìå:∣∣lkSL⟩ = ∑

S1L1

GSL
S1L1

∣∣lk−1(S1L1)lSL
⟩

(8.1)

Êîýôôèöèåíòû GSL
S1L1

íàçûâàþòñÿ ãåíåàëîãè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè (Rakah). Îíè âû-
÷èñëÿþòñÿ îáùèìè ìåòîäàìè àòîìíîé ñïåêòðîñêîïèè è òàáóëèðîâàíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðó-
êîâîäñòâàõ.

8.2 Çàïîëíåííûå è ïî÷òè çàïîëíåííûå îáîëî÷êè

×èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé msml ðàâíî 2(21 + 1). Ïîýòîìó â ãðóïïå lk íå ìîæåò áûòü áîëü-
øå, ÷åì N = 2(21 + 1) ýëåêòðîíîâ. Îáîëî÷êà lN íàçûâàåòñÿ çàïîëíåííîé. Äëÿ çàïîëíåííîé
îáîëî÷êè âîçìîæåí åäèíñòâåííûé òåðì, äëÿ êîòîðîãî MS = ML = 0, ò.å. òåðì 1S. Ðàñïðå-
äåëåíèå çàðÿäà â òàêîé îáîëî÷êå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé. Àòîì â
îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îáû÷íî èìååò íåñêîëüêî çàïîëíåííûõ îáîëî÷åê è îäíó íåçàïîëíåííóþ
(”îòêðûòóþ”):

a′ = n1l
N1
1 n2l

N2
2 ...nlkSL , Ni2(2li + 1) (8.2)

Ìû îïóñêàåì óêàçàíèå ìîìåíòîâ 1S çàïîëíåííûõ îáîëî÷åê, ò.ê. èõ ðîëü â ñõåìå ñëîæåíèÿ
ìîìåíòîâ òðèâèàëüíà.

Êàê ïðàâèëî, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ âîçáóæäåí ýëåê-
òðîí èç îòêðûòîé îáîëî÷êè:

a′ = n1l
N1
1 n2l

N2
2 ...nlk−1(ScLc)n

′l′SL = (γcScLc)n
′l′SL (8.3)

Âîçìîæíû îäíàêî è ïåðåõîäû èç âíóòðåííèõ çàïîëíåííûõ îáîëî÷åê:

a′ = n1l
N1
1 ...nil

Ni−1

i (2Li)...n2l
N2
2 ...nlk(S1L1)(ScLc)n

′l′SL (8.4)
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Òàêèå êîíôèãóðàöèè ñîäåðæàò òðè îòêðûòûå îáîëî÷êè. Ïîýòîìó îíè çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå:
èìåþò î÷åíü ìíîãî òåðìîâ.

Êîíôèãóðàöèÿ lN−1 íàçûâàåòñÿ ïî÷òè çàïîëíåííîé îáîëî÷êîé. Âî ìíîãèõ îòíîøåíèÿõ îíà
ýêâèâàëåíòíà êîìáèíàöèè çàïîëíåííîé îáîëî÷êè è îäíîé ”äûðêè”. Òåðìû òàêîé îáîëî÷êè òå
æå, ÷òî ó îäíîãî ýëåêòðîíà (çíàê çàðÿäà, î÷åâèäíî, íå èãðàåò ðîëè): âîçìîæåí îäèí òåðì
2L, ïðè÷åì L = l. Àíàëîãè÷íî îáîëî÷êó lN−2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàïîëíåííóþ ïëþñ 2
ýêâèâàëåíòíûå äûðêè. Åå òåðìû � òå æå, ÷òî äëÿ îáîëî÷êè l2.

8.3 Ïðàâèëî Ãóíäà

Òåðìû îñíîâíîé êîíôèãóðàöèè (8.2) ðàñïîëàãàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì Ãóíäà: íèæå
ëåæàò òåðìû ñ ìàêñèìàëüíûì S, à ïðè îäèíàêîâûõ S íèæå ëåæàò òåðìû ñ ìàêñèìàëüíûì L.
Óñëîâèå (7.18), î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó ïðàâèëó.

9 Ïðàâèëà îòáîðà

Îïòè÷åñêèå ïåðåõîäû, ñîïðîâîæäàþùèåñÿ èñïóñêàíèåì êâàíòà, ïîä÷èíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì
ïðàâèëàì îòáîðà. Ïî ñóùåñòâó ýòè ïðàâèëà, îòðàæàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòîâ è ÷åò-
íîñòè. Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîãî ýëåêòðîíà ïðàâèëà îòáîðà áûëè ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 5.3. Ìû
ñòðîèì ìíîãîýëåêòðîííûé àòîì íà áàçèñå ïðèáëèæåíèÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ, ò.å. èñõîäèì èç
îäíîýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âçàèìîäåéñòâóåò ñ
îäíèì îïòè÷åñêèì ýëåêòðîíîì. Â ðåçóëüòàòå êâàíòîâûå ÷èñëà àòîìíîãî îñòàòêà γcScLc íå
ìåíÿþòñÿ. Èçìåíÿþòñÿ ëèøü êâàíòîâûå ÷èñëà îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà nl è ïîëíûå ìîìåíòû
SL. Èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà è ÷åòíîñòè ñëåäóåò (êàê è â ñëó÷àå îäíîãî ýëåêòðîíà):
∆l = ±1, ò.ê. êâàíò èìååò ìîìåíò 1 è ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì. Èç ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà ñëåäóåò
òàêæå: ∆L = 0,±1. Ñïèí íå âçàèìîäåéñòâóåò ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì (ñ òî÷íîñòüþ äî
ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ), ò.å. ∆S = 0. Òàêèì îáðàçîì,ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðàâèëà îòáîðà:

∆γc = 0, ∆Sc = 0, ∆Lc = 0
∆l = ±1

∆L = 0,±1, L1 + L2 > 1, ∆S = 0
(9.1)

Óñëîâèå L1 + L2 > 1 çàïðåùàåò ïåðåõîä 0 − 0, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû.

10 Âîëíîâûå ôóíêöèè è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

10.1 Âîëíîâûå ôóíêöèè ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà

Ïðîñòåéøåé ïðèáëèæåííîé âîëíîâîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà (7.2):

Ψ
(0)
(nlm) =

∏
i

∣∣nilim
s
im

l
i

⟩
=

∏
i

ψi(ξi), ξ = rσ , (10.1)

ãäå ξi - ñîâîêóïíîñòü ïðîñòðàíñòâåííûõ è ñïèíîâîé êîîðäèíàò riσi. Ôóíêöèþ (10.1) áóäåì íà-
çûâàòü ôóíêöèåé òèïà Π (ïðîèçâåäåíèÿ). Ýòà ôóíêöèÿ íåàíòèñèììåòðè÷íà ïî ïåðåñòàíîâêàì
ýëåêòðîíîâ è íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ïîëíûõ ìîìåíòîâ S, L. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ôóíêöèÿ òèïà Π íå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó Ïàóëè è íå îòðàæàåò ñõåìó ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ
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â àòîìå. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïåðâîãî íåäîñòàòêà íóæíî ïîñòðîèòü àíòèñèììåòðè÷íóþ ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ôóíêöèé Π. Ýòîìó òðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿåò äåòåðìèíàíò

D
(0)
(nlm) = Â

∏
i

∣∣nilim
s
im

l
i

⟩
=

1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(ξ1)ψ1(ξ2)...ψ1(ξN)
ψ2(ξ1)ψ2(ξ2)...ψ2(ξN)

....................
ψN(ξ1)ψN(ξ2)...ψN(ξN)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (10.2)

Â =
1√
N !

∑
P̂

(−1)pP̂ (10.3)

Çäåñü N - ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â àòîìå, P̂ - îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè, p - ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâ-
êè. Îïåðàòîð Â íàçûâàþò îïåðàòîðîì àíòèñèììåòðèçàöèè. Ôóíêöèþ (10.2) áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèåé òèïà D.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïîëíûõ (è ïðîìåæóòî÷íûõ) ìîìåíòîâ S, L íóæíî
âçÿòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïî (m) ôóíêöèé òèïà D (èëè Π)

|γSL⟩ =
∑
(m)

C(m)D(nlm) , (10.4)

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû C(m) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäîíà
(èëè 3j-ñèìâîëîâ), ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ:

l1 + l2 = L2 , l2 + l3 = L3 , ...lN−1 + lN = L ,
s1 + s2 = S2 , s2 + s3 = S3 , ...sN−1 + sN = S .

Ñëó÷àé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé òèïà Π äëÿ äâóõ ýëåêòðîíîâ äàåòñÿ ôîðìóëîé (7.10).
Ôóíêöèè òèïà Π, D, |γSL⟩ ìîæíî òåïåðü èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
îïåðàòîðîâ. Ñ ïåðåõîäîì ê áîëåå ñëîæíîé ôóíêöèè ðåçóëüòàòû åñòåñòâåííî ñòàíîâÿòñÿ áîëåå
òî÷íûìè, íî ñòðóêòóðà ôîðìóë óñëîæíÿåòñÿ.

10.2 Àääèòèâíûå è áèíàðíûå îïåðàòîðû

Îïåðàòîðû, ñ êîòîðûìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî â àòîìíîé ôèçèêå, áûâàþò äâóõ òèïîâ � àääè-
òèâíûå è áèíàðíûå. Èç òîæäåñòâåííîñòè ýëåêòðîíîâ ñëåäóåò, ÷òî âñå îïåðàòîðû äîëæíû áûòü
ñèììåòðè÷íû ïî êîîðäèíàòàì ξi.

Àääèòèâíûé îïåðàòîð èìååò âèä:

F =
∑
i

fi (10.5)

ãäå fi - îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé òîëüêî íà i-é ýëåêòðîí, òî÷íåå íà êîîðäèíàòû ξi ïîëíîé âîëíî-
âîé ôóíêöèè Ψ. Èç óñëîâèÿ ñèììåòðèè ïîëíîãî îïåðàòîðà F ñëåäóåò, ÷òî âñå fi ôóíêöèîíàëü-
íî îäèíàêîâû. Ïðèìåðû àääèòèâíûõ îïåðàòîðîâ � äèïîëüíûé ìîìåíò d = Σeri, êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ T = Σp2i è ò.ï.

Áèíàðíûé îïåðàòîð èìååò âèä:

Q =
∑
i>j

qij =
1

2

∑
i ̸=j

qij , qji = qij , (10.6)
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ãäå qij äåéñòâóåò òîëüêî íà êîîðäèíàòû ξi è ξj è âñå qij ôóíêöèîíàëüíî îäèíàêîâû. Íàèáîëåå
âàæíûì ïðåäñòàâèòåëåì áèíàðíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ:

V =
∑
i>j

e2

rij
. (10.7)

10.3 Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû àääèòèâíûõ è áèíàðíûõ îïåðàòîðîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ⟨A |F |B⟩ è ⟨A |Q|B⟩. Îáîçíà÷èì íàáîð
êâàíòîâûõ ÷èñåë nilim

s
im

l
i ÷åðåç ai äëÿ àòîìà â ñîñòîÿíèè A è ÷åðåç bi äëÿ àòîìà â ñîñòîÿíèè

B. Ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèé äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíóþ ðîëü èãðàþò
óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè îäíîýëåêòðîííûõ ôóíêöèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.19)
ýòè óñëîâèÿ èìåþò âèä

⟨ai|aj⟩ = δ (ai, aj) , ⟨bi|bj⟩ = δ (bi, bj) (10.8)

Òåïåðü ìû ïîòðåáóåì áîëüøåãî, à èìåííî

⟨ai|bj⟩ = δ (ai, bj) (10.9)

Â äàëüíåéøåì âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäóåò, îäíàêî,
îòìåòèòü, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè óñëîâèå (10.9) âûïîëíÿåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Ïðè èçìåíåíèè
ñîñòîÿíèÿ àòîìà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿåòñÿ ýôôåêòèâíîå öåíòðàëüíîå ïîëå, òàê ÷òî âîëíîâûå
ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ àòîìà â ñîñòîÿíèè A ìîãóò îêàçàòüñÿ íåîðòîãîíàëüíûìè ôóíêöèÿì ýëåê-
òðîíîâ àòîìà â ñîñòîÿíèè B. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îäíàêî ýòîò ýôôåêò íåâåëèê.

Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé òèïà Π (ò.å. (10.1)). Ñ ó÷åòîì (10.9)
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò àääèòèâíîãî îïåðàòîðà ðàâåí:

⟨A |F |B⟩ = ⟨a1 |f1| b1⟩ δ (a2, b2) δ (a3, b3) ... + δ (a1, b1) ⟨a2 |f2| b2⟩ δ (a3, b3) ...

Â êàæäîì ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè îäíà ïàðà îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ñâÿçàíà îïåðàòî-
ðîì f , à îñòàëüíûå äîëæíû áûòü ïîïàðíî îäèíàêîâû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ⟨A |F |B⟩ îòëè÷åí
îò 0, åñëè A = B (äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò), ëèáî A îòëè÷àåòñÿ îò B ñîñòîÿíèåì
îäíîãî ýëåêòðîíà. Òàêèì îáðàçîì:

⟨A |F |B⟩ = ⟨ai |f1| bi⟩ : ai ̸= bi , ak = bk , k ̸= i

⟨A |F |A⟩ =
∑

i ⟨ai |f1| ai⟩
(10.10)

Âûáîð èíäåêñà ó f íå èãðàåò ðîëè, ò.ê. ñîîòâåòñòâóåò îáîçíà÷åíèþ ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íîãî ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ áèíàðíîãî îïåðàòîðà

⟨A |Q|B⟩ = ⟨aiaj |q12| bibj⟩ : ai ̸= bi, aj ̸= bj, ak = bk , k ̸= i, j

⟨A |Q|B⟩ =
∑

j ⟨aiaj |q12| bibj⟩ : ai ̸= bi, ak = bk , k ̸= i

⟨A |F |A⟩ =
∑

i ⟨ai |fi| ai⟩
(10.11)

Ïåðåéäåì ê àíòèñèììåòðè÷íûì ôóíêöèÿì òèïà D. Ðàññóæäåíèå, àíàëîãè÷íîå èñïîëüçî-
âàííîìó âûøå, õîòÿ è áîëåå ãðîìîçäêîå, ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ àääèòèâíîãî îïåðàòîðà ñîõðà-
íÿåòñÿ ðåçóëüòàò (10.10). Â ñëó÷àå áèíàðíîãî îïåðàòîðà ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïî-ïðåæíåìó îò-
ëè÷åí îò 0, åñëè ñîñòîÿíèÿ A è B îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñîñòîÿíèÿìè íå áîëåå, ÷åì äâóõ
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ýëåêòðîíîâ. Îäíàêî â âûðàæåíèÿõ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
÷ëåíû: â êàæäîì âûðàæåíèè (10.11) ñëåäóåò çàìåíèòü:

⟨aiaj |q12| bibj⟩ =⇒ ⟨aiaj |q12| bibj⟩ − ⟨aiaj |q12| bjbi⟩ (10.12)

Íàïîìíèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ:

⟨aiaj |q12| bibj⟩ =
∫∫

dξ1dξ2q12ψ
∗
ai
(ξ1)ψbi

(ξ1)ψ
∗
aj
(ξ2)ψbj

(ξ2) (10.13)

Äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè (10.12) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìûì è îáìåííûì. Ïîñëåä-
íåå íàçâàíèå ñâÿçàíî ñ ïåðåñòàíîâêîé ýëåêòðîíîâ â îäíîé èç îáêëàäîê ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà.
Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî íàçâàíèÿ ”ïðÿìîé” è ”îáìåííûé” ñòàíîâÿòñÿ îäíîçíà÷íûìè ëèøü äëÿ
äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà:

⟨aiaj |q12| aiaj⟩ − ⟨aiaj |q12| ajai⟩
Ïðè aiaj ̸= bibj ìîæíî ñ ðàâíûì óñïåõîì 2-é ÷ëåí â (10.12) íàçâàòü ïðÿìûì, à 1-é - îáìåííûì.

Òàêèì îáðàçîì,ó÷åò ïðèíöèïà Ïàóëè (ò.å. èñïîëüçîâàíèå àíòèñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé òèïà
D) ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ îáìåííûõ ÷ëåíîâ â ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ áèíàðíûõ îïåðàòîðîâ, â
ò.÷. â ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ.

Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæíî áûëî áû âû÷èñëèòü ìàòðè÷íûé ýëåìåíò è äëÿ îáùåãî ñëó-
÷àÿ ôóíêöèé |γSL⟩ (10.4). Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì, ò.ê. ñîäåðæèò
áîëüøîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè çàìåòèòü, ÷òî â ôóíêöèè
(10.4) ñóììèðîâàíèå ïî (m) íå çàòðàãèâàåò ðàäèàëüíûå ôóíêöèè 1

r
Pnl(r). Ïîýòîìó ðàäèàëüíóþ

÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ìîæíî âûäåëèòü â âèäå ìíîæèòåëÿ:

|γSL⟩ = ÂΠi
1

ri
Pnili(r)

∑
(m)

C(m)Yliml
i
ηms

i
(10.14)

Òåïåðü äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû òèïà (10.10)
- (10.12). Íàïðèìåð, äëÿ íåäèàãîíàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ñ èçìåíåíèåì ñîîòâåòñòâåííî
îäíîãî èëè äâóõ îäíîýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé ïîëó÷àåì:

⟨A |F |B⟩ = K1ρ(ai, bi)
⟨A |Q|B⟩ = KdR(aiaj, bibj)−KeR(aiaj, bjbi)

(10.15)

ãäå ρ è R � ðàäèàëüíûå ÷àñòè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ:

ρ(a, b) =
∫
Pa(r)f(r)Pb(r)dr

R(a′a′′, b′b′′) =
∫∫

Pa′(r1)Pa′′(r2)q(r1, r2)Pb′(r1)Pb′′(r2)dr1dr2
(10.16)

Çäåñü f(r) è q(r1r2) � ðàäèàëüíûå ÷àñòè îïåðàòîðîâ f è q. Â ôîðìóëàõ (10.15) è (10.16) a è b
îáîçíà÷àþò íå ÷åòâåðêè êâàíòîâûõ ÷èñåë nlmsml, à ïàðû nl. Äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîé
ôîðìóëû (10.15) ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìîìó è îáìåííîìó ÷ëåíàì.

Êîýôôèöèåíòû K1, Kd, Ke � óãëîâûå ÷àñòè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â îòëè÷èå îò ðàäèàëü-
íûõ ÷àñòåé ρ è R ýòè êîýôôèöèåíòû âêëþ÷àþò ñóììû ïî (m) è çàâèñÿò îò âñåõ êâàíòîâûõ
÷èñåë àòîìà. Îáîáùåíèå ôîðìóë (10.15) íà ñëó÷àé aj = bj è íà äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé
ýëåìåíò B − A àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì (10.10),(10.11).

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ôîðìóëàì (10.15) âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â îáùåì ñëó-
÷àå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ýòàïà � âû÷èñëåíèå ðàäèàëüíîé è óãëîâîé
÷àñòåé.
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1) Ðàäèàëüíûå âîëíîâûå ôóíêöèè çàâèñÿò íå òîëüêî îò êâàíòîâûõ ÷èñåë n, l, íî è îò öåí-
òðàëüíîãî ïîëÿ U(r), ò.å. îíè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî àòîìà è èîíà.
Êàê ïðàâèëî, ôóíêöèè P (r) èçâåñòíû ëèøü â ÷èñëåííîé ôîðìå. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå ðàäè-
àëüíîé ÷àñòè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà òðåáóåò ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè âåñüìà ïðîñòî � âñå ñâîäèòñÿ ê îäíîêðàòíîìó èëè
äâóêðàòíîìó èíòåãðàëó (ρ, R).

2) Âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâûõ ÷àñòåé K1, Kd, Ke, âîîáùå ãîâîðÿ, ãîðàçäî ñëîæíåå, ò.ê. âêëþ-
÷àþò áîëüøîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñëîæíîé ôîðìû. Â òî æå âðåìÿ âñå âõîäÿùèå âåëè÷èíû -
êîýôôèöèåíòû Êëåáøà-Ãîðäîíà è óãëîâûå âîëíîâûå ôóíêöèè (îðáèòàëüíàÿ ÷àñòü Ylml è ñïè-
íîâàÿ ÷àñòü ηms) - èçâåñòíû â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Îíè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ êâàíòîâû-
ìè ÷èñëàìè óãëîâûõ ìîìåíòîâ è íå çàâèñÿò îò äðóãèõ ñâîéñòâ êîíêðåòíîãî àòîìà. Ïîýòîìó
âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâåäàòü â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíûé
àïïàðàò íåïðèâîäèìûõ òåíçîðíûõ îïåðàòîðîâ, à ðåçóëüòàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíûå
ôóíêöèè: 3j-ñèìâîëû, 6j-ñèìâîëû è ò.ä. Ïîäðîáíåå ñì. Appendix è êíèãó Ñîáåëüìàíà [1].

Ðåçþìèðóÿ, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âû÷èñëåíèå óãëîâîé ÷àñòè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà âûïîëíÿ-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêè ïî îïðåäåëåííûì ðåöåïòàì è íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ êîíêðåòíîãî àòîìà. Ïðè
ýòîì óãëîâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè àòîìà (íå çàâè-
ñèò îò âçàèìîäåéñòâèé). Ïîýòîìó îñíîâíàÿ ïðîáëåìà � ðàñ÷åò ðàäèàëüíîé ÷àñòè ìàòðè÷íîãî
ýëåìåíòà, êîòîðàÿ îòðàæàåò äèíàìèêó äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ â àòîìå. Â ñâîþ î÷åðåäü ðàñ÷åò
ðàäèàëüíîé ÷àñòè ñâîäèòñÿ â îñíîâíîì ê íàõîæäåíèþ ðàäèàëüíûõ ôóííêöèé. Ýòó çàäà÷ó ìû
ðàññìîòðèì íèæå.

10.4 Ïðèìåðû

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà ðàñ÷åòà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ: äèïîëüíîãî ìîìåíòà è ýíåð-
ãèè.

1) Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äèïîëüíîãî ìîìåíòà ⟨A |d|A′⟩ = ⟨A |
∑

i ri|A′⟩ îòëè÷åí îò 0 ëèøü
ïðè A′ ̸= A, ïðè÷åì A è A′ èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå ÷åòíîñòè. Ïóñòü A = ...(ScLc)nlSL,
A′ = ...(ScLc)n

′l′S ′L′ , ãäå ...(ScLc) - ñîñòîÿíèå àòîìíîãî îñòàòêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçä.10.3 A
è A′ îòëè÷àþòîÿ ëèøü ñîñòîÿíèÿìè îäíîãî (”îïòè÷åñêîãî”) ýëåêòðîíà.

Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü ðàäèàëüíóþ è óãëîâóþ ÷àñòè îïåðàòîðà. Äëÿ ýòîãî
óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñôåðè÷åñêèå êîìïîíåíòû âåêòîðà a, êîòîðûå áóäåì îáîçíà÷àòü aµ, (µ =
±1, 0). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàäèóñà-âåêòîðà r

rµ = r

√
4π

3
Y1µ(θφ) (10.17)

Ñîîòíîøåíèå òèïà (10.17) èìååò ìåñòî è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî âåêòîðà. Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü aµ
ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèè Y1µ(θφ) ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ñôåðè÷åñêèõ êîìïîíåíò.

Äëÿ ýòèõ êîìïîíåíò èìååì:

⟨A |d|A′⟩ = ⟨A |
∑

i riµ|A′⟩ = K1ρ

ρ(nl, n′l′) =
∞∫
0

Pnl(r)rPn′l′(r)dr, K1 =
⟨
A
∣∣∣√4π

3
Y1µ

∣∣∣A′
⟩

Ïðè ðàñ÷åòåK1 íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî îïåðàòîð Y1µ íå äåéñòâóåò íà ñïèíîâûå ïåðåìåííûå
è íà ïåðåìåííûå àòîìíîãî îñòàòêà. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû èç [1], ïîëó÷èì:

K1 = (−1)Lc−l−1+M

(
L 1 L′

−M µ M

)
· [lmax(2l + 1)(2L′ + 1)]

1/2

{
L l Lc

l′ L′ 1

}
δ(S, S ′) (10.18)
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ãäå lmax = max(l, l′)
2) Ýíåðãèÿ àòîìà ðàâíà äèàãîíàëüíîìó ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó ãàìèëüòîíèàíà:

E = ⟨A |H|A⟩ = ⟨A |H0 + V |A⟩

H0 =
∑

i

p2i
2m

−
∑

i

Zne
2

ri
, V =

∑
i>j

1

rij

(10.19)

Ñîãëàñíî ðàçä.4.2

p2ψ = −}2
[
1

r

∂2

∂r2
(rψ) +

l(l + 1)

r2
ψ

]
Êàê âèäíî, óãëîâûå ôóíêöèè Ylm(θφ) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà H0. Ïðè
ýòîì ôàêòîð K1 â (10.15)ðàâåí 1 è, ñëåäîâàòåëüíî:

⟨A |H0|A⟩ =
∑
i

∞∫
0

Pnili(r)

[
}2

2m

d2

dr2
+
l(l + 1)

r2
− Zne

2

r

]
Pnili(r)dr (10.20)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îò V ðàçëîæèì
1

r12
ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì:

1

r12
=

∑
κ

rκ<
rκ+1
>

∑
µ

4π

2κ+ 1
Yκµ(θ1φ1)Y

∗
κµ(θ2φ2) , (10.21)

ãäå µ = 0,±1, ...,±κ, r< è r> - ñooòâåòñòâåííî min è max èç r1 è r2.
∑

µ Yκµ(θ1φ1)Y
∗
κµ(θ2φ2) -

ýòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñôåðè÷åñêèõ òåíçîðîâ Yκµ ðàíãà κ.
Îáîáùàÿ (10.15) íà äèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò, ïîëó÷èì

⟨A |Q|A⟩ =
∑
i>j

∑
κ

[Kd(ij)R(aiaj, aiaj)−Ke(ij)R(aiaj, ajai)] (10.22)

ãäå a = nl è R(aa′, aa′) è R(aa′, a′a) � ïðÿìîé è îáìåíûé ðàäèàëüíûå èíòåãðàëû:

R(aa′, aa′) =
∞∫∫
0

P 2
a (r1)P

2
a′(r2)

rκ<
rκ+1
>

dr1dr2

R(aa′, a′a) =
∞∫∫
0

Pa(r1)Pa′(r1)Pa′(r2)Pa(r2)
rκ<
rκ+1
>

dr1dr2

(10.23)

Ìû íå áóäåì çäåñü ïðèâîäèòü âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Kd è Ke ÷åðåç 3j- è 6j-ñèìâîëû
[1]. Â îáùåì ñëó÷àå îíè äîâîëüíî ãðîìîçäêè.

11 Âû÷èñëåíèå ðàäèàëüíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé

Ðàäèàëüíàÿ ôóíêöèÿ Pnl(r) îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèàëüíûì óðàâíåíèåì (4.10) ñ öåíòðàëüíûì ïîëåì
U(r). Ñóùåñòâóåò ðÿä ìåòîäîâ, îòëè÷àþùèõñÿ ðàçëè÷íûìè ïðèáëèæåíèÿìè äëÿ ïîëÿ U(r) è
äðóãèìè äåòàëÿìè. Íèæå èñïîëüçóþòñÿ àòîìíûå åäèíèöû ñ åäèíèöåé Ry äëÿ ýíåðãèè.
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11.1 Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì N -ýëåêòðîííûé àòîì. Ðàäèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ i-ãî ýëåêòðîíà èìååò âèä (4.10):[
d2

dr2
− li(li + 1)

r2
− 2Ui(r) + εi

]
Pi(r) = 0 (11.1)

Â êà÷åñòâå Ui(r) ìîæíî ïðèíÿòü ñðåäíåå ïîëå, ñîçäàâàåìîå îñòàëüíûìè N − 1 ýëåêòðîíàìè ñî
ñôåðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè çàðÿäà P 2

i (r):

Ui(r) = −Zn

r
+

∑
j ̸=i

[
1
r

r∫
0

P 2
i (r1)dr1 +

∞∫
r

1
r1
P 2
i (r1)dr1

]
= −Zn

r
+

∑
j ̸=i

∞∫
0

1
r>
P 2
i (r1)dr1 , r> = max(r, r1)

(11.2)

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóåò òåîðåìå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî: ïîòåíöèàë â
òî÷êå r ðàâåí ïîòåíöèàëó çàðÿäà, íàõîäÿùåãîñÿ âíóòðè ñôåðû ðàäèóñà r, ñîñðåäîòî÷åííîãî â
öåíòðå ñôåðû, ïëþñ ïîòåíöèàë â öåíòðå ñôåðû îò çàðÿäà, íàõîäÿùåãîñÿ âíå ñôåðû. Êàê âèäíî
èç (11.2), Ui(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (4.4).

Óðàâíåíèÿ (11.1),(11.2) ñ i = 1...N îáðàçóþò ñèñòåìó ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé. Îíè íàçû-
âàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ (ÑÑÏ, SCF), ò.ê. ïîëÿ è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì. Óðàâíåíèÿ ÑÑÏ áûëè ïîëó÷åíû â 1928ã. àíãëèéñêèì ôèçèêîì
Õàðòðè (D. Hartree) è íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Õàðòðè. Óðàâíåíèÿ Õàðòðè ïîëó÷åíû èç íà-
ãëÿäíûõ ñîîáðàæåíèé è îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà Ui(r) ñîäåðæèò çàìåòíûé ïðîèçâîë. Áîëåå
ñòðîãîå ðåøåíèå çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî ëåíèíãðàäñêèì ôèçèêîì Ôîêîì â 1930ã. íà îñíîâå
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà:

δ ⟨Ψ |H − E|Ψ⟩ = 0 (11.3)

ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ⟨Ψ|Ψ⟩ = 1. Åñëè Ψ - ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ r1...rN
èç 11.3 ñëåäóåò óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ Ψ. Åñëè æå Ψ � ïðèáëèæåííàÿ ôóíêöèÿ (ñ ðàçäå-
ëåííûìè ïåðåìåííûìè) òèïà Π (10.1), òî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ýòîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è äàþò
óðàâíåíèÿ Õàðòðè (11.1). Â ñëó÷àå ôóíêöèé áîëåå îáùåãî òèïà (10.4) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé: [

d2

dr2
− li(li + 1)

r2
− 2Ui(r) + εi

]
Pi(r) =

∑
j

Wij(r)Pj(r) (11.4)

Çäåñü Ui(r) îòëè÷àþòñÿ îò ïîòåíöèàëà (11.2) äîïîëíèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìóëüòèïîëüíûì âçàèìîäåéñòâèÿì:

Ui(r) =
∑
κ

Uκ
i (r), Uκ

i (r) =
∑
j ̸=i

Cκ
ij

∞∫
0

P 2
i (r1)

rκ<
rκ+1
>

dr1 . (11.5)

Ïðàâàÿ ÷àñòü â (11.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå è

Wij(r) =
∑
κ′

∑
j ̸=i

C̃κ′
ij

∞∫
0

Pi(r1)Pj(r1)
rκ

′
<

rκ
′+1

>

dr1 . (11.6)

T.e. Wij(r) âêëþ÷àåò èñêîìóþ ôóíêöèþ Pi(r) ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.
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Óðàâíåíèÿ ÑÑÏ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Èõ ðåøåíèå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Çà èñõîäíîå ïðèáëèæåíèå
ïðèíèìàþò ïðîñòûå ôóíêöèè Pi(r) (íàïðèìåð, âîäîðîäîïîäîáíûå); âû÷èñëÿþòñÿ Ui(r),Wij(r)
è çàòåì íàõîäèòñÿ ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå äëÿ Pi(r) ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (11.1 èëè
11.4). Äàëåå ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè. Îäíîâðåìåííî îïðåäåëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ εi.

11.2 Ïîëóýìïèðè÷åñêèé ìåòîä

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ÑÑÏ ïðåäñòàâëÿåò äîâîëüíî ñëîæíóþ çàäà÷ó äàæå ïðè èñïîëü-
çîâàíèè êîìïüþòåðîâ. Ïîýòîìó ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ïðîñòîå ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì
ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü îäíî óðàâíåíèå òèïà (11.1) äëÿ îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà ñ êàêèì-ëèáî
èçâåñòíûì ïîëåì Ui(r). Äëÿ ðàñ÷åòà Ui(r) èñïîëüçóþò, íàïðèìåð, âîäîðîäîïîäîáíûå ôóíê-
öèè, ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä Òîìàñà-Ôåðìè è ò.ä. Ñàìî ïî ñåáå òàêîå ïðèáëèæåíèå äîâîëüíî
ãðóáî. Ñóùåñòâåííîå óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå
ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè εex :[

d2

dr2
− l(l + 1)

r2
− 2U(r) + ε

]
P (r) = 0, ε = εex , (11.7)

ãäå εex - ýíåðãèÿ óðîâíÿ, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ãðàíèöû èîíèçàöèè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòè
ýíåðãèè èçâåñòíû, è çàäà÷à ñîñòîèò â ðàñ÷åòå âîëíîâûõ ôóíêöèé è ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Òàêîé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ïîëóýìïèðè÷åñêèì. Ïðè ýòîì îñîáåííî ñóùåñòâåííî óòî÷íÿåòñÿ
ïîâåäåíèå P (r) ïðè áîëüøèõ r, ò.ê. çíà÷åíèå ε îïðåäåëÿåò àññèìïòîòèêó P (r) . Ðàçóìååòñÿ
εex íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì óðàâíåíèÿ ñ ïðèáëèæåííûì U(r). Ïîýòîìó ïðè r → 0
ðåøåíèå ðàñõîäèòñÿ è åãî íåîáõîäèìî îáîðâàòü ïðè íåêîòîðîì äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè r.

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ åùå áîëåå ïðîñòîé âàðèàíò ïîëóýìïèðè÷åñêîãî ìåòîäà, â êîòîðîì U(r)
ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ààñèìïòîòè÷åñêîìó Êóëîíîâó ïîëþ:

U(r) = −z
r
, z = Zn −N + 1 (11.8)

Ýòî ïðèáëèæåíèå íàçûâàåòñÿ Êóëîíîâñêèì. Åãî ñóùåñòâåííûì äîñòîèíñòâîì ÿâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11.7).

Ïîëóýìïèðè÷åñêèé ìåòîä (â ò.÷. Êóëîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå) îñîáåííî ýôôåêòèâåí äëÿ ðàñ-
÷åòà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ îñíîâíîé âêëàä âíîñèò îáëàñòü áîëüøèõ r. Âàæíûì
ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äèïîëüíîãî ìîìåíòà ⟨A |r|A′⟩, êîòîðûé îïðåäåëÿåò
âåðîÿòíîñòü îïòè÷åñêîãî ïåðåõîäà. Âîîáùå, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëóýìïèðè÷åñêèé ìåòîä
â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæåò äàâàòü ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, ÷åì ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà. Äåéñòâèòåëüíî,
ìåòîä Õàðòðè-Ôîêà îáåñïå÷èâàåò íàèëó÷øèå ðàäèàëüíûå ôóíêöèè äëÿ ðàñ÷åòà ýíåðãèè. Íî
òå æå ôóíêöèè ìîãóò áûòü íå îïòèìàëüíûìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äðóãèõ
îïåðàòîðîâ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåäèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ
ê ñëó÷àþ ïåðåõîäîâ ìåæäó âîçáóæäåííûìè ñîñòîÿíèÿìè.

12 Ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû

Äî ñèõ ïîð ìû îãðàíè÷èâàëèñü íåðåëÿòèâèñòñêèì ïðèáëèæåíèåì. Çàäà÷à íàñòîÿùåãî ðàçäåëà
� ðàññìîòðåíèå ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê. Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ òèïà ðåëÿòèâèòñêèõ
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ýôôåêòîâ: êèíåìàòè÷åñêèå ïîïðàâêè è ìàãíèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Íàèáîëåå âàæíûì èç íèõ
ÿâëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà äâèæóùåãîñÿ ýëåêòðîíà ñ ýëåêòðè÷å-
ñêèì ïîëåì (ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå). Ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ
ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé íà ðÿä êîìïîíåíò, ò.å. ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ ñïåêòðà. Óêàçàííîå
ðàñùåïëåíèå íàçûâàåòñÿ òîíêîé ñòðóêòóðîé óðîâíåé (òåðìîâ).

Êèíåìàòè÷åñêèå ïîïðàâêè ñâÿçàíû â îñíîâíîì ñ çàâèñèìîñòüþ ìàññû ýëåêòðîíà îò ñêîðî-
ñòè. Ýòè ïîïðàâêè ïðèâîäÿò ëèøü ê ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîìó ñäâèãó ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé
áåç êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ ñïåêòðà (áåç äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû). Ïîýòîìó ýòè ïîïðàâêè
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ëèøü â òàêèõ ðàñ÷åòàõ, êîòîðûå ïðåòåíäóþò íà âûñîêóþ òî÷íîñòü. Ïðèí-
öèïèàëüíîå çíà÷åíèå ýòè ïîïðàâêè èìåþò äëÿ ñïåêòðà àòîìà âîäîðîäà è âîäîðîäîïîäîáíûõ
èîíîâ, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæåí òî÷íûé àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò óðîâíåé è ýêñïåðèìåíòàëü-
íàÿ ïðîâåðêà îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ òåîðèè.

Ïðè ðàñ÷åòå ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê âàæíóþ ðîëü èãðàåò áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ òîí-
êîé ñòðóêòóðû

e2

}c
=

1

137.036

Íèæå îíà âñþäó îáîçíà÷àåòñÿ 1/137. Ïîðÿäîê âåëè÷èíû ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê

∼
(v
c

)2

∼
(v0z
c

)2

∼
( z

137

)2

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðåëÿòèâèñòñêîå èçìåíåíèå ýíåðãèè íåâåëèêî, íî äëÿ òÿæåëûõ àòî-
ìîâ îíî ìîæåò áûòü âåñüìà çíà÷èòåëüíûì. Òåì íå ìåíåå íèæå âñþäó èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ
âîçìóùåíèé. Òî÷íûé ðàñ÷åò ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ äëÿ ýëåêòðîíà â öåíòðàëüíîì ïîëå
îñóùåñòâëÿåòñÿ â òåîðèè Äèðàêà, íî çäåñü ìû åå ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Íà÷íåì ñ ðàññìîò-
ðåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ äëÿ îäíîãî ýëåêòðîíà â öåíòðàëüíîì ïîëå.

12.1 Êèíåìàòè÷åñêèå ïîïðàâêè

Ðåëÿòèâèñòñêèé ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîíà â öåíòðàëüíîì ïîëå U(r) ðàâåí

Hrel =
(
p2c2 +m2c2

)1/2
+ U(r) (12.1)

Ïðè âû÷èñëåíèè âîçìóùåíèÿ çà ñ÷åò îòëè÷èÿ Hrel îò íåðåëÿòèâèñòñêîãî ãàìèëüòîíèàíà H0

íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî âû÷åñòü ýíåðãèþ ïîêîÿ:

H ′ = Hrel −H0 −mc2 =
(
p2c2 +m2c2

)1/2 − p2

2m
−mc2 ≈ − p4

8m3c2
(12.2)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà H0ψ = εψ èìååò âèä

∆ε′k = − 1

8m3c2
⟨
p4
⟩
= − 1

2mc2
⟨
|ε− U(r)|2

⟩
Â àòîìíîé ñèñòåìå åäèíèö ñ åä. Ry èìååì:

∆ε′k = − 1

4 · 1372
⟨
|ε− 2U(r)|2

⟩
(12.3)

Âáëèçè ÿäðà ýòîò âûâîä íå ãîäèòñÿ, ò.ê. U(r) ∼ 1/r óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàëûì. Áîëåå òî÷íûé
ðàñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ýòîì ê H ′ äîáàâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí ∼ ∇2U(r) = −4πρ(r),
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ãäå ρ(r) - ïëîòíîñòü çàðÿäà, ñîçäàþùåãî ïîëå U(r). Ýòîò äîïîëíèòåëüíûé ÷ëåí íàçûâàåòñÿ
êîíòàêòíûì, ò.ê. îí îòëè÷åí îò íóëÿ ëèøü â òî÷êàõ, ãäå ρ(r) ̸= 0. Ïîëíûé êèíåìàòè÷åñêèé
ñäâèã óðîâíÿ ðàâåí:

∆εk = ∆ε′k +∆εc , ∆εc = − 1

4 · 1372
⟨∣∣∇2U(r)

∣∣2⟩ (12.4)

Â ñëó÷àå Êóëîíîâà ïîëÿ U(r) = −z/r ïîïðàâêà çà ñ÷åò êîíòàêòíîãî ÷ëåíà ðàâíà

∆εc = − 1

4 · 1372

∣∣∣∣1rP (r)
∣∣∣∣2
r=0

δ (l, 0)

ò.å. îí îòëè÷åí îò 0 òîëüêî äëÿ s-ñîñòîÿíèé.
Êèíåìàòè÷åñêàÿ ïîïðàâêà ∆εk äëÿ âîäîðîäà è âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà [H] ìîæåò áûòü

ðàññ÷èòàíà àíàëèòè÷åñêè:

∆εk = − 1

1372
z4

n3

[
2

2l + 1
− 3

4n
− δ (l, 0)

]
(12.5)

Êàê âèäíî, ïîïðàâêà áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì z è óáûâàåò ñ ðîñòîì n. Äàæå îòíîñèòåëüíàÿ
âåëè÷èíà ∆εk/ε ∼ z2/n. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ ðîñòîì z è óìåíüøåíèåì n ðàñòåò ñêîðîñòü
íà îðáèòå è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñòóò ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû. Îòìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü

∆ε =∼
1

1372
z4

n3
(12.6)

õàðàêòåðíà è äëÿ äðóãèõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîïðàâîê.

12.2 Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå

Ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâîãî ìàãíèò-
íîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà ñ ïîëåì U (r) çà ñ÷åò äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ïî îðáèòå.

Âñÿêàÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà, îáëàäàþùàÿ ìåõàíè÷åñêèì ìîìåíòîì }l, îáëàäàåò ìàãíèòíûì
ìîìåíòîì

µl = −µ0l , µ0 =
e}
2mc

. (12.7)

Ìíîæèòåëü µ0 íàçûâàåòñÿ ãèðîìàãíèòíûì îòíîøåíèåì èëè ìàãíåòîíîì Áîðà. Çíàê ìèíóñ
ñâÿçàí ñ îòðèöàòåëüíûì çàðÿäîì ýëåêòðîíà .

Ñîîòíîøåíèå (12.7) ëåãêî ïîëó÷èòü ìåòîäàìè êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. Äëÿ ýëåêòðîíà, äâè-
æóùåãîñÿ ïî êðóãîâîé îðáèòå,

µl =
1

c
IS =

ev

2πrc
πr2 =

e

2mc
pr =

e}
2mc

l = µ0l

ãäå I - ”ñèëà òîêà”, p - èìïóëüñ ýëåêòðîíà.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñî ñïèíîì ýëåêòðîíà ñâÿçàí ìàãíèòíûé ìîìåíò µs, íî ãèðîìàã-

íèòíîå îòíîøåíèå äëÿ íåêëàññè÷åñêîãî ìîìåíòà s, êàê ïîêàçàë ýêñïåðèìåíò Ýéíøòåéíà - äå
Õààçà, îêàçûâàåòñÿ âäâîå áîëüøèì:

µs = −2µ0s (12.8)

Åñëè ÷àñòèöà, îáëàäàþùàÿ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì, äâèæåòñÿ â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, íà íåå
äåéñòâóåò äîïîëíèòåëüíàÿ ñèëà. Ïðîùå âñåãî ýòî âçàèìîäåéñòâèå îöåíèòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò,
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ñâÿçàííîé ñ ýëåêòðîíîì. Ïðè ïåðåõîäå ê ýòîé ñèñòåìå âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíîå ìàãíèòíîå
ïîëå

−→
H =

1

c

[
v
−→
E
]
= − 1

ce
[v∇U ] = − 1

ce
[vr]

1

r

dU

dr
=

~
mce

l
1

r

dU

dr

Çäåñü
−→
E = −1

e
∇U - íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (íàïîìíèì, ÷òî U - ýíåðãèÿ, à íå

ïîòåíöèàë). Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ðàâíî ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ µs ñ ïîëåì
−→
H .

Ïðè ýòîì ñëåäóåò, îäíàêî, äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1
2
(ò.íàç. ïîïðàâêà Òîìàñà),

îáóñëîâëåííûé òåì, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ î ýëåêòðîíîì, íå ÿâëÿåòñÿ èíåðöèàëü-
íîé. Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí ñïèí - îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí:

Hsl = −
(
µs

−→
H
)
=

~2

2m2c2
(sl)

1

r

dU

dr
(12.9)

Äëÿ ðàñ÷åòà èçìåíåíèÿ ýíåðãèè ∆ε èñïîëüçóåì òåîðèþ âîçìóùåíèé. ×òîáû èçáåæàòü ðå-
øåíèÿ ñëîæíîãî âåêîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé

∣∣slmsml
⟩
, ìû ïåðåéäåì ê

äðóãîìó ïðåäñòàâëåíèþ, â êîòîðîì ìàòðèöà âîçìóùåíèÿ Hsl äèàãîíàëüíà. Áëàãîäàðÿ âîçìó-
ùåíèþ îðáèòàëüíûé è ñïèíîâûé ìîìåíòû ýëåêòðîíà íå ñîõðàíÿþòñÿ - îíè ñâÿçàíû ìàãíèòíûì
âçàèìîäåéñòâèåì (Hsl çàâèñèò îò óãëà ìåæäó s è l). Ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íûé ìîìåíò

j = s+ l (12.10)

ò.ê. âíóòðåííåå âçàèìîäåéñòâèå Hsl, íå ìîæåò èçìåíèòü åãî. Òàêèì îáðàçîì, â áàçèñå |sljm⟩
(m -ïðîåêöèÿ j íà îñü z) ìàòðèöà Hsl äèàãîíàëüíà ïî âûðîæäåííûì ñîñòîÿíèÿì jm:

⟨sljm |Hsl| slj′m′⟩ ∼ δ (j, j′) δ (m,m′)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîñòîé âàðèàíò òåîðèè âîçìóùåíèé, â êîòîðîì èçìåíåíèå
ýíåðãèè ∆ε ðàâíî ñðåäíåìó îò âîçìóùåíèÿ:

∆ε (j) = ⟨sljm |Hsl| sljm⟩ = ~2

2m2c2
anl ⟨(sl)⟩ (12.11)

ãäå

anl =

∞∫
0

Pnl (r)
1

r

dU

dr
Pnl (r) dr (12.12)

Âåëè÷èíà ∆ε íå çàâèñèò îò m, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò òîëüêî îðèåíòàöèþ àòîìà â ïðîñòðàí-
ñòâå.

Âîëíîâóþ ôóíêöèþ |nsljm⟩ ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíò Êëåáøà-Ãîðäîíà:

|nsljm⟩ =
∑
msml

Pnl (r)
1

r

(
sljm|slmsml

)
|sms⟩

∣∣lml
⟩

(12.13)

Îäíàêî îöåíèòü ⟨(sl)⟩ ìîæíî áîëåå ïðîñòûì ïóòåì, íå ïðèáåãàÿ ê ýòîìó ðàçëîæåíèþ. Âîçâåäåì
â êâàäðàò îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî (12.10) è âîçüìåì ñðåäíåå çíà÷åíèå îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà:⟨

j2
⟩
= j (j + 1) = l (l + 1) + s (s+ 1) + 2 ⟨(sl)⟩ (12.14)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå (4.7). Îïðåäåëÿÿ îòñþäà ⟨(sl)⟩ è èñïîëüçóÿ àòîìíûå åäèíèöû
ñ åä. Ry äëÿ ýíåðãèè, ïîëó÷èì:

∆ε (j) =
1

2 · 1372
anl [j (j + 1)− l (l + 1)− s (s+ 1)] (12.15)
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nl j=l+1/2

j=l - 1/2

Ðèñ. 12.1: Ñïèí-îðáèòàëüíîå ðàñùåïëåíèå.

Çàâèñèìîñòü ∆ε (j) îçíà÷àåò, ÷òî óðîâåíü nl ðàñùåïëÿåòñÿ çà ñ÷åò ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ íà äâå êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì çíà÷åíèÿì j = l ± 1

2
(ðèñ.12.1). Ýòî

ðàñùåïëåíèå íàçûâàåòñÿ òîíêîé ñòðóêòóðîé. Ïîñêîëüêó U (r) = −ζ (r) /r, ãäå ζ (r) - ìîíîòîííî
óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, dU/dr > 0. Ïîýòîìó anl > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòà ñ j = l+ 1

2
ëå-

æèò âûøå èñõîäíîãî óðîâíÿ nl, à êîìïîíåíòà ñ j = l− 1
2
- íèæå. Óðîâåíü s (l = 0) åñòåñòâåííî

íå ðàñùåïëÿåòñÿ.
Â ñïåêòðàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ çíà÷åíèå j ïèøåòñÿ â âèäå èíäåêñà ñïðàâà âíèçó: íàïðèìåð,

1s1/2, 2p1/2, 1s1/2, 2p1/2 è ò.ä. Äëÿ Êóëîíîâà ïîëÿ U (r) = −z/r

anl =

∞∫
0

Pnl (r)
z

r3
Pnl (r) dr ∼

z4

n3
(12.16)

Êàê âèäíî, ∆ε ∼ z4

n3
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî äëÿ ∆εk (ñì. (12.5),(12.6)).

Â îáùåì ñëó÷àå ∆ε ∼
Z4

ef

n3
, ãäå Zef - ýôôåêòèâíûé çàðÿä. Áûñòðûé ðîñò Hsl ïðè r → 0

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî Zef > z. Äëÿ îöåíîê ìîæíî ïîëàãàòü Z2
ef = z · ZN .

Îòìåòèì, â çàêëþ÷åíèå, ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Åñëè ∆ε ∼ z4, òî ñîîòâåòñòâóþùåå
èçìåíåíèå äëèíû âîëíû ïåðåõîäà ñ ∆n > 0 ∆λ ∼ ∆ε/ε2 íå çàâèñèò îò z. Â ñëó÷àå ∆ε ∼
Z4

ef ∆λ ∼ (Zef/z)
4 ≈ (ZN/z)

2, ò.å. áûñòðî ðàñòåò äëÿ òÿæåëûõ ýëåìåíòîâ, îñîáåííî ïðè
íåáîëüøèõ z.

12.3 Àòîì âîäîðîäà

Â íåðåëÿòèâèñòåêîì ïðèáëèæåíèè äëÿ àòîìà âîäîðîäà è âîäîðîäî-ïîäîáíûõ èîíîâ [H] èìååò
ìåñòî ñëó÷àéíîå âûðîæäåíèå ïî l: ýíåðãèÿ ε = −z2/n2 çàâèñèò òîëüêî îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî
÷èñëà n. Ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè äëÿ [H] âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî è äàþòñÿ ôîðìóëàìè (12.5),
(12.15) è (12.16). Ñêëàäûâàÿ êèíåìàòè÷åñêèé è ñïèí-îðáèòàëüíûé ñäâèãè, ïîëó÷èì ïîëíóþ
ðåëÿòèâèñòñêóþ ïîïðàâêó ê ýíåðãèè:

∆ε (j) = ∆εk +∆εsl (j) =
z4

1372n3

(
1

j + 1
2

− 3

4n

)
(12.17)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåçîíàíñíîé ëèíèè Lα (1s− 2p) ðàñùåïëåíèå ðàâíî

δε = ∆ε
(
2p3/2

)
−∆ε

(
2p1/2

)
= 0.365z4 cm−1, δλ = 0.0054 Å (12.18)

Îòìåòèì äëÿ ñðàâíåíèÿ, ÷òî ñäâèã îñíîâíîãî óðîâíÿ (áåç ðàñùåïëåíèÿ) ðàâåí ∆ε (1s) =
1.46z4 cm−1, ÷òî äàåò δλ = 0.021 Å.
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n = 2

2s1/2

2p1/2

2p3/2

0.33 cm
-1

0.09 cm
-1

0.36 cm
-1

82200 cm
-1

n = 1

1s1/2 F=1

F=0

1.46 cm
-1

0.05 cm
-1

Ðèñ. 12.2: Òîíêàÿ ñòðóêòóðà è Ëýìáîâñêèé ñäâèã óðîâíÿ n = 2 àòîìà H.

Èç Ôîðìóëû (12.17) âèäíî, ÷òî ïîëíàÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ïîïðàâêà çàâèñèò îò j, íî íå çàâèñèò
îò l. Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àéíîå Êóëîíîâñêîå âûðîæäåíèå ÷àñòè÷íî ñîõðàíÿåòñÿ - óðîâíè 2s1/2 è
2p1/2, 3s1/2 è 3p1/2, 3p3/2 è d3/2 è ò.ä. ïîïàðíî ñîâïàäàþò. Ýòîò ðåçóëüòàò îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì
è â áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé è ïðè òî÷íîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Äèðàêà.

Ýêñïåðèìåíòû Ëýìáà è Ðåçåðôîðäà (1947ã.) ïîêàçàëè, ÷òî óðîâíè 2s1/2 è 2p1/2 àòîìà H â
äåéñòâèòåëüíîñòè íå ñîâïàäàþò. Ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè v 0.035cm−1, ò.å. v 0.1δε. Ýòî ðàñ-
ùåïëåíèå íàçûâàåòñÿ ëýìáîâñêèì ñäâèãîì. Âñêîðå ïîñëå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ
ëýìáîâñêîãî ñäâèãà áûëî äàíî åãî òåîðèòè÷åñêîå îáúÿñíåíèå çà ñ÷åò ò.íàç. ”ðàäèàöèîííûõ
ïîïðàâîê”. Ïî ñóùåñòâó, èìåííî íåîáõîäèìîñòü îáúÿñíåíèÿ ëýìáîâñêîãî ñäâèãà ïîñëóæèëà
òîë÷êîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîé ñîâðåìåííîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè, â ò.÷. òåîðèè ïåðå-
íîðìèðîâîê.

Ëýìáîâñêèé ñäâèã èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ óðîâíåé è òàêèì îáðàçîì îêîí÷àòåëüíî ñíèìàåò
Êóëîíîâñêîå âûðîæäåíèå ïî l. Åãî âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíà z4, íî ïîëíàÿ ôîðìóëà âåñüìà
ñëîæíà.

Ñòðóêòóðà óðîâíåé n = 1 è n = 2 ñ ó÷åòîì ëýìáîâñêîãî ñäâèãà ïîêàçàíà íà (ðèñ.12.2).

13 Òîíêàÿ ñòðóêòóðà â ñïåêòðàõ ìíîãîýëåêòðîííûõ

àòîìîâ

Â ðåàëüíûõ ìíîãîýëåêòðîííûõ àòîìàõ, ïîìèìî îïèñàííûõ âûøå êèíåìàòè÷åñêèõ ïîïðàâîê è
ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (sili), âîçìîæíû äðóãèå ìàãíèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ:

à) ñïèí - ÷óæàÿ îðáèòà (silj) - âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà i-ãî ýëåêòðîíà
ñ îðáèòàëüíûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì j-ro ýëåêòðîíà;

á) ñïèí - ñïèí (sisj) - âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâûõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ äâóõ ýëåêòðîíîâ;
â) îðáèòà-îðáèòà(lilj) - âçàèìîäåéñòâèå îðáèòàëüíûõ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ äâóõ ýëåêòðîíîâ.
Ýòè âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû Z3, à íå Z4, ò.ê. íå âêëþ÷àþò ïîëíîãî ïîëÿ U (r).

Íàèáîëåå âàæíûì îñòàåòñÿ ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå. Ïî ñóùåñòâó ëèøü â ñëó÷àå
àòîìà Íå ïîïðàâêè çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèé (à) - (â) îêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâåííûìè. Â äàëü-
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íåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ñïèí-îðáèòàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, ïðè÷åì îñòàíîâèìñÿ ëèøü íà
êà÷åñòâåííûõ çàêîíîìåðíîñòÿõ.

Ïîäîáíî ñëó÷àþ îäíîãî ýëåêòðîíà â öåíòðàëüíîì ïîëå îïåðàòîð ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ ïðîïîðöèîíàëåí (S · L) - åäèíñòâåííîìó ñêàëÿðó, êîòîðûé ìîæíî ïîñòðîèòü èç
âåêòîðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñïèíîâîå è îðáèòàëüíîå ñîñòîÿíèÿ. Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ
êàæäûé èç âåêòîðîâ S è L ïåðåñòàåò ñîõðàíÿòüñÿ . Ñîõðàíÿåòñÿ âåêòîð ïîëíîãî ìîìåíòà:

J = S+ L (13.1)

Èñïîëüçóÿ íàãëÿäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðíîé ìîäåëè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âåêòîðà S è
L ïðåöåññèðóþò âîêðóã âåêòîðà J ïîä äåéñòâèåì âíóòðåííåãî ïîëÿ. Äëÿ ðàñ÷åòà ïîïðàâêè ê
ýíåðãèè ∆E íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ïðåäñòàâëåíèþ

|γSLJM⟩ =
∑

MSML

(SLJM |SLJMSML) |γSLJMSML⟩ (13.2)

ãäå γ - ïðî÷èå êâàíòîâûå ÷èñëà. Àíàëîãè÷íî (12.11) èìååì

∆E (J) = ⟨γSLJM |H ′
sl| γSLJM⟩ = A ⟨(SL)⟩

ãäå H ′
sl - îïåðàòîð ñóììàðíîãî (ïî ýëåêòðîíàì) ñïèí-îðáèòàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîäîáíî

âûâîäó ôîðìóëû (12.14) ïîëó÷èì

∆E (J) =
1

2
A [J (J + 1)− L (L+ 1)− S (S + 1)] (13.3)

Çäåñü A = A (S, L) - âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàäèàëüíûå èíòåãðàëû òèïà (12.12) äëÿ âñåõ ýëåêòðî-
íîâ è 6j - ñèìâîëû. Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ òåðìà SL íà
êîìïîíåíòû, õàðàêòåðèçóåìûå ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè J . Âåëè÷èíà J â ñîîòâåòñòâèè ñ (13.1)
ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò |L− S| äî L+ S. Ïðè L > S ÷èñëî êîìïîíåíò ðàâíî, î÷åâèäíî,
2S+1. Ñîâîêóïíîñòü êîìïîíåíò íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëåòîì, à âåëè÷èíà 2S + 1 - ìóëüòèïëåòíî-
ñòüþ. Ïðè L < S, îäíàêî, ÷èñëî êîìïîíåíò ðàâíî 2L+ 1, à íå ìóëüòèïëåòíîñòè 2S + 1.

Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìóëüòèïëåòà îáîçíà÷àåòñÿ 2S+1LJ , ãäå L - ñîîòâåòñòâóþùèé ñïåêòðî-
ñêîïè÷åñêèé ñèìâîë ñîîòâåòñòâåííî (7.14). Íàïðèìåð, ìóëüòèïëåò (òåðì) 2D èìååò êîìïîíåí-
òû 2D3/2 è

2D5/2 .
Äëÿ îáîëî÷êè, çàïîëíåííîé ìåíåå, ÷åì íàïîëîâèíó, ò.å. lq q < 2l + 1, âåëè÷èíà A > 0 â

(13.3). Ïðè ýòîì ∆E ðàñòåò ñ ðîñòîì J . Òàêîé ïîðÿäîê êîìïîíåíò â ìóëüòèïëåòå íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì. Åñëè ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â îáîëî÷êå q > 2l + 1, A < 0 è êîìïîíåíòû ìóëüòèïëåòà
ðàñïîëîæåíû â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïðè q = 2l + 1 â I ïîðÿäêå ðàñùåïëåíèå ðàâíî íóëþ è ∆E
ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè

δE = ∆E (J)−∆E (J − 1) = AJ (13.4)

ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíî J . Ýòà çàêîíîìåðíîñòü íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì èíòåðâàëîâ Ëàíäå. Ïðàâèëî
èíòåðâàëîâ ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïîêàçàòåëåì ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ïðèìåð íîðìàëüíîãî ìóëüòèïëåòà 4D ïîêàçàí íà (ðèñ.13.1).
Â ðàçä.9 áûëè äàíû ïðàâèëà îòáîðà äëÿ îïòè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ ìåæäó òåðìàìè: γSL −

γ′S ′L′. Äëÿ ïåðåõîäîâ γSLJ − γ′S ′L′J ′ ìåæäó êîìïîíåíòàìè òîíêîé ñòðóêòóðû äîáàâëÿåòñÿ
åùå îäíî ïðàâèëî äëÿ ïîëíîãî ìîìåíòà J :

∆J = ±1, 0 , J + J ′ > 1 (13.5)

36



4
D

J

7/2

5/2

3/2

1/2

Ðèñ. 13.1: Òîíêàÿ ñòðóêòóðà ìóëüòèïëåòà 4DJ .

Îíî àíàëîãè÷íî ïðàâèëó îòáîðà äëÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà L. Áëàãîäàðÿ ìàãíèòíîìó âçàèìî-
äåéñòâèþ ìîìåíòû L è S ñîõðàíÿþòñÿ ëèøü â I ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó ïðàâèëà
îòáîðà (9.1) äëÿ ∆L è ∆S ñòàíîâÿòñÿ ïðèáëèæåííûìè, â òî âðåìÿ êàê ïðàâèëà (13.5) äëÿ ∆J
âûïîëíÿþòñÿ òî÷íî (äëÿ äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ !).

13.1 Ñõåìû ñâÿçè

Âî âñåì ïðåäûäóùåì èçëîæåíèè èñïîëüçîâàëàñü îïðåäåëåííàÿ ñõåìà ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ â
àòîìå:

L =
∑
i

li = Lp + l , S =
∑
i

si = Sp + s , J = S+ L (13.6)

Ñâÿçûâàíèå îäíîýëåêòðîííûõ ìîìåíòîâ li â L è si â S îáóñëîâëåíî íåöåíòðàëüíûì ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì Ve. Ñâÿçûâàíèå ìîìåíòîâ L è S â J îáóñëîâëåíî ìàãíèòíûì
âçàèìîäåéñòâèåì Vm. Ñõåìà (13.6) îñíîâàíà íà äîïóùåíèè, ÷òî

Vm ≪ Ve . (13.7)

Òàêîå ñîîòíîøåíèå âçàèìîäåéñòâèé è âûòåêàþùàÿ èç íåãî ñõåìà ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ (13.6)
íàçûâåòñÿ ñõåìîé SL-ñâÿçè (â ëèòåðàòóðå ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ íàçâàíèå LS-ñâÿçü, ìû âåðíåìñÿ
ê ýòîìó â êîíöå ðàçäåëà). Ýòà ñõåìà íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â àòîìíîé ñïåêòðîñêîïèè.
Êàê ïðàâèëî, òàáëèöû óðîâíåé è ëèíèé ïðèâîäÿòñÿ èìåííî â ñõåìå SL-ñâÿçè.

Ìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå Vm ∼ Z2
Nz

2, â òî âðåìÿ êàê Ve ñëàáî çàâèñèò îò ZN è z . Ïîýòîìó
äëÿ áîëüøèõ ZN è z ñîîòíîøåíèå (13.7) ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëüíîì
ñëó÷àå âîçíèêàåò ñõåìà jj-ñâÿçè:

Vm ≫ Ve , li + si = ji ,
∑
i

ji = J (13.8)

Îäíàêî òàêîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé â àòîìíîé ñïåêòðîñêîïèè ðåàëèçóåòñÿ äîâîëüíî ðåäêî. Áîëåå
öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü âçàèìîäåéñòâèÿ Ve è Vm îòäåëüíî äëÿ àòîìíîãî îñòàòêà (core)
Ve (c) è Vm (c) è äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà ñ àòîìíûì îñòàòêîì - Ve (nc),
Vm (nc). Â ñëó÷àå ïî÷òè çàïîëíåííûõ îáîëî÷åê èëè ñèëüíî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé âîçìîæíî
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå âçàèìîäåéñòâèé:

Ve (c) ≫ Vm (c) ≫ Ve (nc) ≫ Vm (nc) (13.9)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé ñõåìå ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ

Sc + Lc = Jc , Jc + l = K , K+ s = J , (13.10)

37



1

1

0

2

SL jlJ J

2

1

1

0

2p
5
ns

1
P

3
P

Ðèñ. 13.2: Òîíêàÿ ñòðóêòóðà ìóëüòèïëåòà 4DJ .

ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ ñõåìà SL ñâÿçè â ðàìêàõ àòîìíîãî îñòàòêà ñ îáðàçîâàíèåì ïîëíîãî ìî-
ìåíòà Jc. Çàòåì ïîä âëèÿíèåì âçàèìîäåéñòâèÿ Ve (nc) Jc è îðáèòàëüíûé ìîìåíò îïòè÷åñêîãî
ýëåêòðîíà l ñâÿçûâàþòîÿ â ”ïðîìåæóòî÷íûé” ìîìåíò K è, íàêîíåö, ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàè-
ìîäåéñòâèå Vm (nc) ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ïîëíîãî ìîìåíòà J.

Ñîîòíîøåíèÿ (13.9)-(13.10) íàçûâàþò ñõåìîé jl - ñâÿçè (èëè Jcl - ñâÿçè). Âîçìîæíû è äðóãèå
ñõåìû ñâÿçè, íà êîòîðûõ ìû íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.

Äëÿ êàæäîé ñõåìû ñâÿçè õàðàêòåðíî ñâîå ðàñïîëîæåíèå óðîâíåé. Òàê â ñõåìå SL - ñâÿçè
âñå óðîâíè ðàçáèâàþòñÿ íà ãðóïïû - ìóëüòèïëåòû ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò 2S + 1 (èëè 2L +
1). Ðàññòîÿíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè δE (J) ≪ δE (SL) - ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãðóïïàìè. Äëÿ
ñõåìû jl ñâÿçè õàðàêòåðíî íàëè÷èå ïàð óðîâíåé (äóáëåòîâ), ò.ê. ñîãëàñíî (13.7) J = K ± 1

2
.

Ñîïîñòàâëÿÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñïåêòð ñ òåîðåòè÷åñêèìè ñõåìàìè, ìîæíî îöåíèòü õàðàêòåð
ôàêòè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé â àòîìå.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè êîíôèãóðàöèþ 2p5 (2P )ns (ðèñ.13.2). Â ñëó÷àå SL ñâÿ-
çè èìååì äâà òåðìà (2P )ns 1P è 3P . Ïåðâûé íå ðàñùåïëÿåòñÿ, à âòîðîé äàåò òðèïëåò 3P2,1,0 (ñ
îáðàòíûì ïîðÿäêîì êîìïîíåíò). Â ñõåìå jl - ñâÿçè èìååì

(
2P1/2

)
ns

(
K = 1

2

)
è
(
2P3/2

)
ns

(
K = 3

2

)
.

Êàæäûé ðàñùåïëÿåòñÿ â äóáëåò. Èç (ðèñ.13.2) âèäíî ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ñòðóêòóðû óðîâ-
íåé â äâóõ ñõåìàõ. Àíàëîãè÷íûå ñòðóêòóðû (íî ñ íîðìàëüíûì ìóëüòèïëåòîì) èìååò êîíôè-
ãóðàöèÿ 2pns.

Ôàêòè÷åñêè ñòðóêòóðà óðîâíåé 2pns îêàçûâàåòñÿ áëèæå ê SL - ñâÿçè, à ñòðóêòóðà 2p5ns -
áëèæå ê jl - ñâÿçè. Âîçìîæíû, ðàçóìååòñÿ, è ïðîìåæóòî÷íûå ñëó÷àè.

Ñèòóàöèÿ, êîãäà ñòðóêòóðó óðîâíåé ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ òîé èëè èíîé ñõåìû ñâÿ-
çè, íàçûâàåòñÿ ñëó÷àåì ÷èñòîé ñâÿçè. Ñëó÷àè, êîãäà íè îäíà èç ñõåì ñâÿçè íå îêàçûâàåòñÿ
àäåêâàòíîé, íàçûâàþò ñëó÷àåì ïðîìåæóòî÷íîé ñâÿçè. Ïðè íàëè÷èè ÷èñòîé ñâÿçè ðàñ÷åòû
óãëîâûõ ÷àñòåé ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî îñóùåñòâèòü àíàëèòè÷åñêè, èñïîëüçóÿ õîðîøî
ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû. Â ñëó÷àå ïðîìåæóòî÷íîé ñâÿçè ýòî íåâîçìîæíî. Ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü
ñåêóëÿðêîå óðàâíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé ñî ñëîæíîé ìàòðèöåé ⟨α |Ve + Vm| β⟩, ÷òî âîçìîæíî
ëèøü ÷èñëåííî.

14 Ýôôåêòû ÿäðà

Ïîä ýôôåêòàìè ÿäðà èìååòñÿ â âèäó âëèÿíèå ìàññû, îáúåìà è ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ÿäðà íà
îïòè÷åñêèå ñïåêòðû. Ýòè ýôôåêòû î÷åíü ìàëû: . m

M
, ãäå m,M - ìàññû ýëåêòðîíà è ÿäðà. Â

ðÿäå ñëó÷àåâ èõ, îäíàêî, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, â ÷àñòíîñòè, êîãäà íàäî âûäåëèòü îäíó ìîíî-
õðîìàòè÷åñêóþ ëèíèþ. Ðàçóìååòñÿ, èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê
ÿäðà.

Ýôôåêòû ÿäðà äåëÿòñÿ íà èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã è ñâåðõòîíêóþ ñòðóêòóðó. Ïåðâûå ñâîäÿòñÿ
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ê ðàçëè÷èþ ýíåðãèé óðîâíåé ðàçíûõ èçîòîïîâ. Ñòðóêòóðà ëèíèé âîçíèêàåò òîëüêî ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ñìåñè èçîòîïîâ. Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà - ýòî äîïîëíèòåëüíîå ðàñùåïëåíèå óðîâíåé
áëàãîäàðÿ âçàèìîäåéñòâèþ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ÿäðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ýëåêòðîííîé îáîëî÷-
êè. Íèæå ìû âåñüìà êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà ýòèõ ýôôåêòàõ.

14.1 Èçîòîïè÷åñêèé ñäâèã

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ôàêòè÷åñêè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàññà ÿäðà áåñêîíå÷íà. Â ñëó÷àå
êîíå÷íîé ìàññû ÿäðî è ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ âîêðóã îáùåãî öåíòðà èíåðöèè. Ýíåðãèÿ àòîìà
ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ íà âåëè÷èíó êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ÿäðà. Â ñèñòåìå öåíòðà èíåðöèè
(Pn - èìïóëüñ ÿäðà, pi - èìïóëüñû ýëåêòðîíîâ):

Pn = −
∑
i

pi , ∆EM =

⟨
P2

n

2M

⟩
=
m

M

[∑
i

⟨
p2
i

2m

⟩
+
∑
i>j

⟨pipj

m

⟩]
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ â ïåðâîì ÷ëåíå ïî òåîðåìå âèðèàëà ðàâíà −E∞, ãäå E∞

- ýíåðãèÿ óðîâíÿ äëÿ áåñêîíå÷íîé ìàññû. Òàêèì îáðàçîì,

∆EM = −m

M
E∞ +∆Es , ∆Es =

1

M

∑
i>j

⟨pipj⟩ (14.1)

Ïåðâûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì; ∆Es íàçûâàåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèì ýôôåêòîì - îí èãðàåò ðîëü
ëèøü äëÿ òÿæåëûõ àòîìîâ.

Äîïîëíèòåëüíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè âîçíèêàåò çà c÷åò ðàçìåðîâ ÿäðà è íàçûâàåòñÿ ýôôåê-
òîì îáúåìà ∆EV . Ââèäó êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ ÿäðà åãî ïîëå ïðè r → 0 îòëè÷íî îò Êóëîíîâà:

∆EV =

⟨
Un +

Zne

r

⟩
(14.2)

Ýòîò ýôôåêò çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ íóêëîíîâ ïî ÿäåðíûì îáîëî÷êàì è ïîòîìó ìåíÿåòñÿ
ñ àòîìíûì íîìåðîì íåìîíîòîííî.

14.2 Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà

Íóêëîíû â ÿäðå èìåþò îðáèòàëüíûé è ñïèíîâûé ìîìåíòû, êîòîðûå ñêëàäûâàÿñü îáðàçóþò
ïîëíûé ìîìåíò (èëè ”ñïèí”) ÿäðà I. Ìàãíèòíûå ìîìåíòû íóêëîíîâ ïðîïîðöèîíàëüíû ÿäåð-
íîìó ìàãíåòîíó, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ìàãíåòîíà Áîðà µ0 çàìåíîé m íà ìàññó ïðîòîíà Mp.
Ïîýòîìó ìàãíèòíûé ìîìåíò ÿäðà, ñîîòâåòñòâóþùèé ìåõàíè÷åñêîìó ìîìåíòó I, ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå:

µn =
m

Mp

µ0gII (14.3)

Ôàêòîð gI ó÷èòûâàåò ðàçëè÷íûå ãèðîìàãíèòíûå îòíîøåíèÿ ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ. Ïðîòîíû
â ÿäðå èìåþò òåíäåíöèþ îáðàçîâûâàòü ïàðû ñ êîìïåíñàöèåé èõ ìîìåíòîâ. Àíàëîãè÷íî âåäóò
ñåáÿ íåéòðîíû. Ïîýòîìó â ÷åòíî-÷åòíûõ ÿäðàõ (÷åòíûå ÷èñëà ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ) ïîëíûé
ìîìåíò ÿäðà I = 0. Â îñòàëüíûõ ÿäðàõ ïîëíûé ñïèí ÿäðà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè I ñêëàäûâàåòñÿ
èç ìîìåíòîâ îäíîãî èëè äâóõ íóêëîíîâ.

Èçìåíåíèå ýíåðãèè çà ñ÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ µn ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ýëåêòðîííîé îáîëî÷êè
H(r) ðàâíî

∆E = −⟨µnH(0)⟩ = − m

Mp

µ0gI
J

J
⟨H(0) · (IJ)⟩
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Âåêòîð H =H
J

J
, ò.å. íàïðàâëåí âäîëü J - åäèíñòâåííîãî âåêòîðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ýëåêòðîí-

íóþ îáîëî÷êó â öåëîì.
Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ïðîâîäèëñÿ ðàñ÷åò òîíêîé ñòðóêòóðû, çäåñü íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê

ïðåäñòàâëåíèþ
|IJFMF ⟩ , F = I+ J (14.4)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

∆E (F ) =
m

Mp

µ0gI ⟨H(0)⟩
1

2
[F (F + 1)− I (I + 1)− J (J + 1)] (14.5)

Óðîâåíü SLJ ðàñùåïëÿåòñÿ íà êîìïîíåíòû â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè ïîëíîãî ìîìåíòà
àòîìà F . ×èñëî êîìïîíåíò (ïðè I < J) ðàâíî 2I+1. Ýòî ðàñùåïëåíèå íàçûâàåòñÿ ñâåðõòîíêîé
ñòðóêòóðîé.

Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà 1s1/2 .
Ïîñêîëüêó ñïèí ÿäðà (ïðîòîíà) I = 1

2
, èìååì 2 êîìïîíåíòû ñ F = 0 è 1. Ðàññòîÿíèå ìåæäó

íèìè ðàâíî 0.0476 cm−1. Äëèíà âîëíû ïåðåõîäà ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñâåðõòîíêîé ñòðóêòóðû
ðàâíà 21 ñì, ò.å. ïîïàäàåò â ðàäèîäèàïàçîí. Íàáëþäåíèå ýòîãî ïåðåõîäà îêàçàëîñü ÷ðåçâû÷àéíî
ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì àñòðîôèçèêè, ò.ê. ïîçâîëÿåò ”ïðîñâåòèòü” ìåæçâåçäíóþ ñðåäó
íàøåé Ãàëàêòèêè è äðóãèõ ãàëàêòèê.

15 Àòîì âî âíåøíåì ïîëå

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå àòîìíûõ óðîâíåé âî âíåøíèõ ìàãíèòíîì è ýëåêòðè÷åñêîì
ïîëÿõ - ýôôåêòû Çååìàíà è Øòàðêà. Âñþäó, êðîìå ïîñëåäíåãî ïàðàãðàôà ýòîé ãëàâû, ïîëå
ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíûì è ïîñòîÿíèûì âî âðåìåíè. Îäíîðîäíîå ïîëå ñîçäàåò âûäåëåííîå
íàïðàâëåíèå, êîòîðîå åñòåñòâåííî ïðèíÿòü çà îñü z. Âî âíåøíåì ïîëå ýíåðãèÿ àòîìà çàâè-
ñèò îò åãî îðèåíòàöèè îòíîñèòåëüíî ïîëÿ, ò.å. îò êâàíòîâîãî ÷èñëà M - ïðîåêöèè ìîìåíòà íà
îñü z. Ïðè ýòîì ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü èãðàåò ðàçëè÷èå ìåæäó ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì
ïîëÿìè. Âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E - îáû÷íûé (ïîëÿðíûé) âåêòîð, êîòî-
ðûé íå ìåíÿåòñÿ ïðè îòðàæåíèÿõ. Âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H - ïñåâäîâåêòîð
(àêñèàëüíûé), ò.å. îí ìåíÿåò çíàê ïðè îòðàæåíèÿõ.

Ïðè îòðàæåíèè â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç àòîì è âåêòîð E, âåëè÷èíà M - ïðîåêöèÿ
àêñèàëüíîãî âåêòîðà ìîìåíòà, ìåíÿåò çíàê, à â îñòàëüíîì íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó èç-
ìåíåíèå ýíåðãèè àòîìà â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ∆E = ∆E (|M |), ò.å. íå çàâèñèò îò çíàêà M . Ê
ñëó÷àþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýòî íå îòíîñèòñÿ, ò.ê. âåêòîð H ïðè îòðàæåíèè òîæå ìåíÿåò çíàê.

15.1 Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå (ýôôåêò Çååìàíà)

Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì ðàâíà

V = − (µH) , µ = µ0gl
∑

li + µ0gs
∑

si (15.1)

Çäåñü µ - ïîëíûé ìàãíèòíûé ìîìåíò àòîìà, êîòîðûé ñêëàäûâàåòñÿ èç ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ çà
ñ÷åò îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ è ñïèíîâ îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ. Ìíîæèòåëè gl = −1 è gs = −2 -
ãèðîìàãíèòíûå îòíîøåíèÿ äëÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà è ñïèíà. Ïðèìåì íàïðàâëåíèå ïîëÿ H
çà îñü êâàíòîâàíèÿ z. Òîãäà

V = µ0H (L+2S) = µ0H (Jz+Sz) (15.2)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, èçìåíåíèå ýíåðãèè:

∆E = ⟨V ⟩ = µ0HgM (15.3)

ãäå ôàêòîð g = 1 + ⟨Sz⟩ /M . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ⟨Sz⟩ çàìåòèì, ÷òî ⟨S⟩ = cJ, ò.ê. âåêòîð J -
åäèíñòâåííîå âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå â àòîìå (â îòñóòñòâèå ïîëÿ). Ñëåäîâàòåëüíî:

⟨JS⟩ = c
⟨
J2
⟩
= cJ (J + 1)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ðàâåíñòâà J− S = L ñëåäóåò:

⟨JS⟩ = 1

2

⟨
J2 + S2 − L2

⟩
=

1

2
[J (J + 1) + S (S + 1)− L (L+ 1)]

Îïðåäåëÿÿ îòñþäà c, íàõîäèì ⟨Sz⟩ = cJz = cM è

g = 1 +
J (J + 1) + S (S + 1)− L (L+ 1)

2J (J + 1)
(15.4)

Âåëè÷èíó g íàçûâàþò g-ôàêòîðîì èëè ôàêòîðîì Ëàíäå. Âûðàæåíèå 15.4 äëÿ g-ôàêòîðà
ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè SL - ñâÿçè. Ïîýòîìó, èçìåðÿÿ âåëè÷èíó g ñ ïîìîùüþ (15.3) è
ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñ (15.4), ìîæíî ñóäèòü î ñòåïåíè ïðèìåíèìîñòè SL - ñâÿçè.

Ñîãëàñíî (15.3) ñïåêòðàëüíàÿ ëèíèÿ ïåðåõîäà S2L2J2−S1L1J1 ðàñùåïëÿåòñÿ íà êîìïîíåíòû
ñî ñäâèãîì ÷àñòîòû

∆ω =
1

}
µ0H (g2M2 − g1M1) (15.5)

Äëÿ ñèíãëåòíûõ òåðìîâ S = 0 (ò.å. L = J) ñîãëàñíî (15.4) g1 = g2 = 1, ò.å.

∆ω =
1

}
µ0H ·∆M, S = 0 (15.6)

Ïðàâèëî îòáîðà äëÿM àíàëîãè÷íî ïðàâèëó îòáîðà äëÿ J :∆M = 0,±1. Ïîýòîìó â ñëó÷àå S = 0
ëèíèÿ ðàñùåïëÿåòñÿ íà òðè êîìïîíåíòû íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ J . Ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì ýôôåêòîì Çååìàíà.

Â îáùåì ñëó÷àå g1 ̸= g2 è ÷èñëî êîìïîíåíò íàìíîãî áîëüøå, êàê íåòðóäíî âèäåòü èç (15.5)
(àíîìàëüíûé ýôôåêò Çååìàíà). Â ñëó÷àå L = S = 0, J = 0, âåëè÷èíà ∆E = 0 â I ïîðÿäêå. Â
áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé∆E ̸= 0 àíàëîãè÷íî äèàìàãíåòèçìó â ìàêðîòåëàõ.

Êîìïîíåíòû ñïåêòðàëüíîé ëèíèè (15.5) èëè (15.6) îêàçûâàþòñÿ ïîëÿðèçîâàííûìè, ò.ê. ñî-
îòâåòñòâóþò îïðåäåëåííîìó èçìåíåíèþ îðèåíòàöèè àòîìà M2 → M1. Áîëåå òîãî, èçëó÷åíèå
â îòäåëüíûõ êîìïîíåíòàõ àíèçîòðîïíî (ïîëÿðèçàöèÿ è àíèçîòðîïèÿ ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì).
Â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòåëüíûå èíòåíñèâíîñòè êîìïîíåíò çàâèñÿò îò óãëà çðåíèÿ îòíîñèòåëüíî
íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ. Êîìïîíåíòà ñ ∆M = 0 ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèþ, ïîëÿðèçîâàííîìó âäîëü
îñè z. Ïîýòîìó ïðè íàáëþäåíèè âäîëü ïîëÿ ýòà êîìïîíåíòà îòñóòñòâóåò (âîëíà ïîïåðå÷íà!).

Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû ïðè óñëîâèè ∆E ≪ ∆Erel, ãäå ∆Erel - ðåëÿòè-
âèñòñêàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè (òîíêàÿ ñòðóêòóðà). Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëÿõ ìîæåò èìåòü
ìåñòî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî ∆E ≫ ∆Erel. ×òîáû íàéòè óðîâíè ýíåðãèè â ìàãíèòíîì ïîëå â
ýòîì ñëó÷àå, ìû äîëæíû ñíà÷àëà ïðåíåáðå÷ü ðåëÿòèâèñòñêèì âçàèìîäåéñòâèåì. Ïðè ýòîì
àòîì îïèñûâàåòñÿ ìîìåíòàìè L è S, êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ íåçàâèñèìî. Âìåñòî (15.2)-(15.3)
òåïåðü èìååì

V = µ0H (Lz+2Sz) , ∆E = µ0H (ML + 2MS) (15.7)
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Ðèñ. 15.1: Òîíêàÿ ñòðóêòóðà ìóëüòèïëåòà 4DJ .

Òàêèì îáðàçîì,óðîâåíü ðàñùåïëÿåòñÿ íà êîìïîíåíòû, õàðàêòåðèçóåìûå âåëè÷èíîé ñóììû
ML + 2MS ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ML è MS.

Â ñâîþ î÷åðåäü êàæäàÿ êîìïîíåíòà èìååò òîíêóþ ñòðóêòóðó

∆Erel = AMLMS (15.8)

Ýòî âûðàæåíèå àíàëîãè÷íî èñïîëüçîâàííîìó â ðàçä.13: ∆Erel = A ⟨S · L⟩, íî â äàííîì ñëó÷àå
(â ïîëå H) ñîõðàíÿþòñÿ óæå íå L, S, à òîëüêî ML,MS.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè î÷åíü ñëàáûõ ïîëÿõ H êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìóëüòèïëåòà ðàñùåïëÿåòñÿ
ñîãëàñíî (15.5), ïðè÷åì ∆E ðàñòåò ëèíåéíî ñ H. Ïî äîñòèæåíèè ∆E ∼ ∆Erel ïðîèñõîäèò
ðàçðûâ ñâÿçè L è S, ò.å. âåêòîð J ïåðåñòàåò áûòü ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé. Ïðè åùå áîëüøèõ
ïîëÿõ ðàñùåïëåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé (15.7) è òàêæå ëèíåéíî çàâèñèò îò H. Íî â ïåðåõîäíîé
îáëàñòè çàâèñèìîñòü îò H, ðàçóìååòñÿ ,íåëèíåéíà (ðèñ.15.1).

Ïðè åùå áîëüøèõ ïîëÿõ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò ðàçîðâàòüñÿ ñâÿçü S =
∑

si è L =∑
li. Â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ òàêèõ ïîëåé ôàêòè÷åñêè íå áûâàåò, íî â àñòðîôèçè÷åñêèõ çà-

äà÷àõ îíè âñòðå÷àþòñÿ. Òàê, âáëèçè íåéòðîííûõ çâåçä ìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò äîñòèãàòü 1012

ãñ (è äàæå áîëüøå). Â òàêèõ óñëîâèÿõ ìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò êîíêóðèðîâàòü äàæå ñ Êóëîíîâ-
ñêèì ïîëåì ÿäðà. Ïðè ýòîì àòîì ïîëíîñòüþ òåðÿåò ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ è ñêîðåå ïîõîæ
íà âåðåòåíî.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè áîëüøèõ ïîëÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííîé òàêæå ïîïðàâêà âòîðîãî
ïîðÿäêà ( ∼ H2).

16 Àòîì â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå (ýôôåêò Øòàðêà)

Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìà ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì E ðàâíà (ñð. (15.1)):

V = −dE=
∑
i

eriE (16.1)

ãäå d - âåêòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà àòîìà. Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ⟨V ⟩ = 0.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè èíâåðñèè êîîðäèíàò r → −r âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â âèäå:

Ψ(r) → Ψ(−r) = (−1)Σli Ψ(r) (16.2)
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è, ñëåäîâàòåëüíî:

−⟨r⟩ = ⟨−r⟩ =
∫

|Ψ(r)|2 (−r) dr =

∫
|Ψ(r1)|2 (r1) dr1 = ⟨r⟩

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ⟨r⟩ = 0. Ðàçóìååòñÿ ýòîò âûâîä ñïðàâåäëèâ ëèøü äëÿ ñîñòîÿíèé ñ çàäàííîé
÷åòíîñòüþ, ò.å. ñ çàäàííûì íàáîðîì îäíîýëåêòðîííûõ ìîìåíòîâ li. Åñëè ñîñòîÿíèå âûðîæäåíî
ïî l (íàïðèìåð, àòîì H), ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé ñ ðàçíûìè l, äëÿ
êîòîðîé ïðåîáðàçîâàíèå èíâåðñèè íå ñâîäèòñÿ ê ôàêòîðó ±1. Ýòîò ñëó÷àé áóäåò ðàññìîòðåí â
ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ïðàâèëî, ïîïðàâêà ê ýíåðãèè àòîìà îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü âî âòîðîì
ïîðÿäêå. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ a

∆Ea =
∑
b̸=a

1

Ea − Eb

|⟨a |dz| b⟩|2 E2 = K2E2 (16.3)

ò.å. ∆E ∼ E2 (êâàäðàòè÷íûéØòàðê-ýôôåêò). ÊîýôôèöèåíòK2 íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Øòàð-
êà.

Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ âñå Eb > Ea è ñîãëàñíî (16.3) ∆Ea < 0. Äëÿ âîçáóæäåííûõ
ñîñòîÿíèé âîçìîæåí ëþáîé çíàê â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå óðîâíè ”b” äàþò áîëüøèé âêëàä
â ñóììó. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà çíàê ∆Ea îäèíàêîâ äëÿ âñåõ M - êîìïîíåíò îäíîãî
óðîâíÿ.

∆Ea ñâÿçàíà ñ äèïîëüíîé ïîëÿðèçóåìîñòüþ àòîìà α :

∆Ea =

∫ E

0

din (E) dE =
1

2
αE2 (16.4)

ãäå din = αE - âåëè÷èíà èíäóöèðîâàííîãî (íàâåäåííîãî) äèïîëüíîãî ìîìåíòà. Ïîëÿðèçóåìîñòü
α = 2K2 äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ìîìåíòîì J ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå:

α (JM) = αs (J) + αt (J) ξ(JM), ξ(JM) =
3M2 − J(J + 1)

J(2J − 1)
(16.5)

Çäåñü αs - ñêàëÿðíàÿ ÷àñòü, íåçàâèñÿùàÿ îò M , ò.å. äàþùàÿ îáùèé ñäâèã óðîâíÿ; αtξ(JM)
- òåíçîðíàÿ ÷àñòü (ðàíãà 2), äàþùàÿ ðàñùåïëåíèå íà M -êîìïîíåíòû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ñðåäíåå < αtξ(JM) >= 0 :

ξ(JM) ∼ (−1)J−M

(
J J 2
M −M 0

)
,

∑
M

ξ(M) = 0

Ñîñòîÿíèÿ ”b” â (16.3), ïî êîòîðûì ïðîâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå, ÷àñòî íàçûâàþò âîçìóùà-
þùèìè óðîâíÿìè. Ñóììèðîâàíèå äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ïî òàêèì ñîñòîÿíèÿì, äëÿ êîòîðûõ
⟨a |dz| b⟩ ̸= 0, ò.å. ïî ñîñòîÿíèÿì ñ ÷åòíîñòüþ, ïðîòèâîïîëîæíîé ÷åòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî
ñîñòîÿíèÿ ”a”:

lb = la ± 1 (16.6)

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò â (16.3) ñîâïàäàåò ñ ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì â ôîðìóëå (5.6) äëÿ âåðîÿò-
íîñòè îïòè÷åñêîãî ïåðåõîäà a − b. Ïîýòîìó âêëàä â ñóììó ïî b äàþò òå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëàì îòáîðà îïòè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ b− a; ïðàâèëî (16.6) ÿâëÿåòñÿ ôàêòè-
÷åñêè îäíèì èç íèõ.
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Íàëè÷èå áåñêîíå÷íîé ñóììû â (16.3) äåëàåò ðàñ÷åò ∆Ea òðóäîåìêèì. Äëÿ îöåíîê èíî-
ãäà îãðàíè÷èâàþòñÿ îäíèì ãëàâíûì ÷ëåíîì â ñóììå - ò.í. ïðèáëèæåíèå îäíîãî âîçìóùàþ-
ùåãî óðîâíÿ. Î÷åâèäíî, íàèáîëüøèé âêëàä äàåò áëèæàéøèé ê a óðîâåíü b1, äëÿ êîòîðîãî
⟨a |dz| b1⟩ ̸= 0. Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà b1 - ðåçîíàíñíûé óðîâåíü. Âîîáùå, êàê ïðà-
âèëî, b1 - óðîâåíü ñ êâàíòîâûì ÷èñëîì nb1 = na. Êàê èçâåñòíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè
nl è n (l + 1) óáûâàåò ñ ðîñòîì l. Ïîýòîìó äëÿ áîëüøèõ l ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåãî óðîâíÿ
î÷åíü ìàëî, è, ñëåäîâàòåëüíî, êîíñòàíòà Øòàðêà K2 î÷åíü âåëèêà. Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíåK2

áûñòðî ðàñòåò ñ ðîñòîì n è óáûâàåò ñ ðîñòîì z:

Ea − Eb1 ∼
z

n3
∗
, ⟨a |dz| b1⟩ ∼

n2
∗
z

(16.7)

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàòè÷íûé Øòàðê-ýôôåêò îñîáåííî âåëèê äëÿ ñîñòîÿíèé ñ áîëüøèìè
l è äëÿ âûñîêèõ óðîâíåé. Äëÿ èîíîâ âûñîêîé êðàòíîñòè Øòàðê-ýôôåêò ñóùåñòâåííî ìåíüøå.

17 Ëèíåéíûé ýôôåêò Øòàðêà

17.1 Àòîì âîäîðîäà

Â àòîìå H è â âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíàõ èìååòñÿ ”ñëó÷àéíîå” âûðîæäåíèå ïî l. Ïðè ýòîì
ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ íå òîëüêî ôóíêöèè |nlm⟩ ñ çàäàííîé ÷åòíîñòüþ (−1)l, íî
è ôóíêöèè

Ψa (r) =
∑
l

Cal |nlm⟩ , (17.1)

äëÿ êîòîðûõ ÷åòíîñòü íå îïðåäåëåíà. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá àòîìåH â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íà-
äî òåïåðü èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé: íàéòè ”ïðàâèëüíûå”
âîëíîâûå ôóíêöèè òèïà. (17.1), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò äèàãîíàëüíîñòü ìàòðèöû âîçìóùåíèé
⟨a |dzE| a′⟩. Äëÿ ýòîãî íàäî ðåøèòü ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå

|−∆E · δ (lm, l′m′) + ⟨nlm |dzE|nl′m′⟩| = 0 (17.2)

Ïîñêîëüêó ⟨nlm |dzE|nl′m′⟩ ∼ δ (m,m′), óðàâíåíèå (17.2) ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìûå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ êàæäîãî m. Ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ ðàâåí n − |m|, ò.ê.ïðè çàäàííûõ n è m âîçìîæíû
çíà÷åíèÿ l = n− 1, n− 2..., |m|.

Ïðè n = 2, m = 0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå∣∣∣∣ −∆E ⟨200 |dz| 210⟩ E
⟨210 |dz| 200⟩ E −∆E

∣∣∣∣ = (∆E)2 − |⟨200 |dz| 210⟩ E|2 = 0

ò.å. ïîëó÷àåì äâå êîìïîíåíòû ñî ñäâèãîì

∆E(1) = ± |⟨200 |dz| 210⟩| E (17.3)

Äëÿ m = ±1 óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà äàåò ∆E = 0. Òàêèì îáðàçîì,èìååì 1 íåñìåùåííóþ
êîìïîíåíòó (m = ±1) è 2 ñèììåòðè÷íûõ ñìåùåííûõ (m = 0).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n êàæäîå ñîñòîÿíèå nm ðàñùåïëÿåòñÿ íà n−|m| êîìïîíåíò. Ïîñêîëüêó
íåêîòîðûå êîìïîíåíòû îêàçûâàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè (íàïðèìåð, êàæäîå ñîñòîÿíèå ñ íå÷åòíûì
n − |m| äàåò êîìïîíåíòó ñ ∆E = 0), îáùåå ÷èñëî êîìïîíåíò îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 2n − 1.
Âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ êðàéíèõ êîìïîíåíò

∆E(1)
max ∼

n2

z
(17.4)
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Îïèñàííàÿ âûøå òåîðèÿ ó÷èòûâàåò âçàèìíîå âëèÿíèå âûðîæäåííûõ óðîâíåé nl′ ñ ðàçëè÷-
íûìè l′ ïðè çàäàííîì n, ïðèâîäÿùåå ê ýôôåêòó I ïîðÿäêà. Íàðÿäó ñ ýòèì âëèÿíèå óðîâíåé
ñ n′ ̸= n ïðèâîäèò ê ýôôåêòó II ïîðÿäêà, êâàäðàòè÷íîìó ïî E . Âåëè÷èíó êâàäðàòè÷íîãî
ýôôåêòà ìîæíî îöåíèòü ïî ôîðìóëå, àíàëîãè÷íîé (16.3), ââåäÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå
íà ñóììèðîâàíèå: nb ̸= na è ïîäñòàâëÿÿ â êà÷åñòâå a ”ïðàâèëüíûå” ôóíêöèè (17.1). Ðàñ÷åò
âåëè÷èí ∆E è ôóíêöèé (17.1) óäîáíåå ïðîèçâîäèòü â ò.í. ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèõ äèàãîíàëüíîñòü ìàòðèöû âçàèìîäåéñòâèÿ áåç ðåøåíèÿ ñåêóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ.
Îãðàíè÷èìñÿ óêàçàíèåì êà÷åñòâåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé.

Âåëè÷èíà ∆E(2) ∼ n6 è îòðèöàòåëüíà, â òî âðåìÿ êàê ñäâèãè ∆E(1) ∼ n2 è ñèììåòðè÷-
íû îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî óðîâíÿ. Ïîýòîìó êâàäðàòè÷íûé ýôôåêò êàê áû çàìåäëÿåò ñäâèã
óðîâíåé â ñòîðîíó ãðàíèöû èîíèçàöèè àòîìà. Ïðè áîëüøèõ n ñäâèã ∆E îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà
è áîëåå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðè ýòîì íåïðèìåíèìà,
íî ðåøåíèå çàäà÷è â ïàðàáîëëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïî�ïðåæíåìó âîçìîæíî.

17.2 Ñëó÷àéíîå âûðîæäåíèå è ïåðåõîäíûé ñëó÷àé

Ëèíåéíûé øòàðê-ýôôåêò âîçìîæåí íå òîëüêî â àòîìå Í, íî è âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èìååò
ìåñòî âûðîæäåíèå õîòÿ áû äâóõ óðîâíåé, ó êîòîðûõ l îòëè÷àþòñÿ íà 1. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî,
âîçíèêàåò âîïðîñ, ñ êàêîé òî÷íîñòüþ òàêèå óðîâíè äîëæíû ñîâïàäàòü. Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé
âîïðîñ âîçíèêàåò è â ñëó÷àå àòîìà H, ò.ê. áëàãîäàðÿ ðåëÿòèâèñòñêèì ýôôåêòàì è ëýìáîâñêîìó
ñäâèãó âûðîæäåíèå ïî l ñíèìàåòñÿ (õîòÿ âåëè÷èíà ðàñùåïëåíèÿ âåñüìà ìàëà).

Ðàññìîòðèì â ýòîé ñâÿçè ïîâåäåíèå ïàðû óðîâíåé 1 è 2 (l2 − l1 = ±1) â ýëåêòðè÷åñêîì
ïîëå E . Ïðè E = 0 ýíåðãèè óðîâíåé îòëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó δ = E2 − E1 (ïîëîæèì δ > 0).
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ââåäåì òàêîå öåíòðàëüíîå (íåêóëîíîâñêîå) ïîëå W (r), êîòîðîå ïðèâîäèò
ê ñëèÿíèþ óðîâíåé, ò.å. W22 − W11 = δ. Ýòî âñåãäà âîçìîæíî, ò.ê. â íåêóëîíîâñêîì ïîëå
ñäâèã óðîâíÿ çàâèñèò îò l. Çàïèøåì ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì
V = −dE â âèäå:

H0 + V = H ′
0 + V −W , H ′

0 = H0 +W (17.5)

Äëÿ H ′
0 óðîâíè 1 è 2 âûðîæäåíû, è ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå äëÿ âîçìóùåíèÿ èìååò âèä:∣∣∣∣ −W11 − ε V12

V21 −W22 − ε

∣∣∣∣ = 0 , ∆Ei = ε+Wii (17.6)

Ìû ó÷ëè, ÷òî äëÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ W ïðè l2 − l1 = ±1 W12 = 0. Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
èìåþò âèä:

∆E2,1 = ∓δ
2
±

√
δ2

4
+ |V12|2 , (17.7)

ãäå çíàêè ± ñîîòâåòñòâóþò èíäåêñàì 2 è 1. Â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, ñëàáîãî è ñèëüíîãî
ïîëÿ, (17.7) äàåò êâàäðàòè÷íûé è ëèíåéíûé øòàðê-ýôôåêò:

∆E2,1 = ±|V12|2

δ
= c2E2 |V12| ≪ δ

∆E2,1 = ∓δ
2
± |V12| = ∓δ

2
± c1E |V12| ≫ δ

(17.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëîì E äâà óðîâíÿ ñìåùàþòñÿ êâàäðàòè÷íî ïî E â ïðîòèâîïîëîæíûå
ñòîðîíû (”îòòàëêèâàþòñÿ”), ïîêà ∆E ≪ δ. Êîãäà æå ∆E ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà δ, ðîñò ∆E
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çàìåäëÿåòñÿ è ïåðåõîäèò â ëèíåéíûé ýôôåêò. ×åì ìåíüøå δ, òåì áûñòðåå ðîñò ∆E, íî òåì
áûñòðåå îí çàìåäëÿåòñÿ è ïåðåõîäèò â ëèíåéíûé ýôôåêò, íå çàâèñÿùèé îò δ.

Ïðè l ≫ 1 óðîâíè àòîìà ñòàíîâÿòñÿ âîäîðîäîïîäîáíûìè, ò.å. ïî÷òè âûðîæäåííûìè íî l.
Äëÿ òàêèõ óðîâíåé øòàðêîâñêîå ñìåùåíèå î÷åíü âåëèêî è ëèíåéíî ïî ïîëþ. Çàìåòèì, ÷òî
îíî áûëî áû åùå áîëüøå, åñëè áû ìû ”ïî îøèáêå” ïîïûòàëèñü ñîñ÷èòàòü åãî ïî ôîðìóëå
êâàäðàòè÷íîãî ýôôåêòà, õîòÿ |V12| ≫ δ.

18 Íåîäíîðîäíîå è ïåðåìåííîå ïîëå

Âûøå ðå÷ü øëà îá àòîìå â îäíîðîäíîì ïîñòîÿííîì âî âðåìåíè ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Â ýòîì
ðàçäåëå ìû êîðîòêî ðàññìîòðèì ýôôåêòû íåîäíîðîäíîñòè è ïåðåìåííîñòè ïîëÿ.

18.1 Àòîì â ïîëå çàðÿæåííîãî öåíòðà

Íà àòîìû (è èîíû) â ïëàçìå äåéñòâóþò ýëåêòðè÷åñêèå ïîëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ïðè íå ñëèø-
êîì áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ìåæäó ÷àñòèöàìè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îêàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíûì íà
ðàçìåðå àòîìà. Ïóñòü àòîì íàõîäèòñÿ â Êóëîíîâîì ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà q. Âçàèìîäåéñòâèå
çàðÿäà ñ àòîìîì ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ìóëüòèïîëÿì:

V =
Zeq

r
−
∑
i

eq

|R− ri|
≈

∞∑
κ=0

Vκ

V0 =
(Z −N) eq

R
, Vκ = −eq

∑
i

rκi
Rκ+1

Pκ (cos θi) , ri < R
(18.1)

ãäå R - ðàññòîÿíèå çàðÿäà q äî öåíòðà àòîìà, ri - êîîðäèíàòû ýëåêòðîíîâ, cos θi = (riR) /riR,
à Pκ - ïîëèíîì Ëåæàíäðà.

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè íå çàâèñèò îò r è, ñëåäîâàòåëüíî, îäèíàêîâ äëÿ âñåõ óðîâíåé,
ò.å. íå ìåíÿåò ñïåêòðà. ×ëåí ñ κ = 1 ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîìó øòàðê-ýôôåêòó â îäíîðîäíîì
ïîëå:

V1 = −dzE , dz =
∑
i

eriP1 (cos θi) , E =
q

R2
(18.2)

Ïðè íàëè÷èè âûðîæäåíèÿ (íàïðèìåð, àòîì H) ∆E
(1)
1 ∼ E , â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ∆E

(2)
1 ∼ E2

ò.å.
∆E

(1)
1 = C2R

−2 , ∆E
(2)
1 = C4R

−4 (18.3)

∆E
(1)
1 - ñîîòâåòñòâóåò âçàçàèìîäåéñòâèþ ïîëÿ E c äèïîëüíûì ìîìåíòîì àòîìà; ∆E

(2)
1 - âçàèìî-

äåéñòâèþ ñ íàâåäåííûì äèïîëüíûì ìîìåíòîì.
×ëåí ñ κ = 2 ñîîòâåòñòâóåò âçàèìîäåéñòâèþ ÷àñòèöû q ñ êâàäðóïîëüíûì ìîìåíòîì Q

àòîìà. Âåëè÷èíà Q ∼ r2, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé. Ñðåäíåå çíà÷åíèå åå îòëè÷íî îò
íóëÿ, ò.å. èìååò ìåñòî ëèíåéíûé ýôôåêò:

∆E
(1)
2 = C3R

−3 (18.4)

Òàêèì îáðàçîì, â íåîäíîðîäíîì ïîëå ê îáû÷íûì ëèíåéíîìó è êâàäðàòè÷íîìó äèïîëüíîìó
ýôôåêòó Øòàðêà äîáàâëÿåòñÿ ëèíåéíûé êâàäðóïîëüíûé ýôôåêò ∼ ▽E .

Ñðàâíèâàÿ ∆E
(1)
2 è ∆E

(2)
1 ìû âèäèì, ÷òî ïðè î÷åíü íèçêèõ ïëîòíîñòÿõ (áîëüøèõ R) ìî-

æåò ïðåîáëàäàòü ëèíåéíûé êâàäðóïîëüíûé ýôôåêò. Ñ óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè êâàäðàòè÷íûé
äèïîëüíûé ýôôåêò (∼ R−4) ðàñòåò áûñòðåå è ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñóùåñòâåííûì.
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18.2 Ïåðåìåííîå ïîëå

Åñëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E çàâèñèò îò âðåìåíè, íî ìåíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìåäëåííî, òî ñäâèã
óðîâíÿ ∆E òàêæå ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ âìåñòå ñ E(t). Ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ êâàçèñòàöèîíàð-
íûì è íå òðåáóåò íîâîãî ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Åñëè æå èçìåíåíèå E(t) ïðîèñõîäèò áûñòðî, òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî íåñòàöèîíàð-
íîé. Ïîíÿòèå ýíåðãèè óðîâíÿ, êàê ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèí-
ãåðà, òåðÿåò ñìûñë. Äëÿ îïèñàíèÿ àòîìà íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåñòàöèîíàðíîé òåîðèåé
âîçìóùåíèé, â êîòîðîé

Ψ(t) =
∑
k

ak (t)Ψk (r) e
−iEkt , (18.5)

ãäå Ψk è Ek - íåâîçìóùåííàÿ êîîðäèíàòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è ýíåðãèÿ k-ãî óðîâíÿ.
Â ñëó÷àå ñòîëêíîâåíèÿ àòîìà ñ çàðÿæåííîé ÷àñòèöåé E (t) = 0 ïðè t = ±∞. Ïðè ýòîì

ìîæíî ãîâîðèòü î ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Åñëè ýòè ñîñòîÿíèÿ
ñîâïàäàþò, òî åäèíñòâåííûé ðåçóëüòàò ñòîëêíîâåíèÿ - èçìåíåíèå ôàçû ôóíêöèè Ψ(t):

Ψn (r) e
−iEnt → Ψn (r) e

−iEnt+iηn (18.6)

Â êâàçèñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå

ηn =

∞∫
0

∆En (t) dt , (18.7)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ñòîëêíîâåíèþ. Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå η îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ ak (t). Ïðè ýòîì η îêàçûâàåòñÿ êîì-
ïëåêñíîé âåëè÷èíîé, ÷òî îçíà÷àåò ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ n â äðóãîå ñîñòîÿíèå k.

Õàðàêòåðèñòèêîé ”áûñòðîòû” ïåðåìåííîñòè E (t) ìîæåò ñëóæèòü âåëè÷èíà

τ s =
}

|Es − En|
, (18.8)

ãäå Es - áëèæàéøèé âîçìóùàþùèé óðîâåíü â ôîðìóëå (16.3) äëÿ êâàäðàòè÷íîãî Øòàðê-
ýôôåêòà. Åñëè õàðàêòåðíîå âðåìÿ ïåðåìåííîñòè E (t) (íàïðèìåð äëèòåëüíîñòü ñòîëêíîâåíèÿ)
τ ≫ τ s, èìååì êâàçèñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé. Ïðè τ ≪ τ s- ñëó÷àé ñóùåñòâåííî íåñòàöèîíàðíûé.
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19 Âåðîÿòíîñòè ïðîöåññîâ

19.1 Ââåäåíèå

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü êëàññèôèêàöèè è ýíåðãèÿì óðîâíåé
àòîìîâ è èîíîâ. Ýòà èíôîðìàöèÿ ñ ó÷åòîì ïðàâèë îòáîðà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ýíåðãèè èçëó-
÷àòåëüíûõ ïåðåõîäîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âîëí ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé. Òåïåðü ìû ïåðåéäåì
ê âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé.

Àòîì (èëè èîí) â ñîñòîÿíèè γ ìîæåò ïåðåéòè â áîëåå íèçêîå ñîñòîÿíèå γ′ è èñïóñòèòü ôîòîí
ñ ýíåðãèåé

~ωγγ′ = ∆Eγγ′ = Eγ − Eγ′
?

γ

γ′

Èíòåíñèâíîñòü ëèíèè èç èçëó÷àþùåãî îáúåìà V

I (γ − γ′) = CV NγAγγ′~ωγγ′ (19.1)

Êîýôôèöèåíò C çàâèñèò òîëüêî îò ãåîìåòðèè, åñëè èçëó÷àþùèé îáúåì ïëàçìû ÿâëÿåòñÿ îï-
òè÷åñêè òîíêèì â äàííîé ñïåêòðàëüíîé ëèíèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñïó-
ùåííûé ôîòîí ~ωγγ′ âûõîäèò èç îáúåìà, íå èñïûòàâ âòîðè÷íîãî ðàññåÿíèÿ èëè ïîãëîùåíèÿ.

Â ôîðìóëå (19.1) Nγ [cm−3] - íàñåëåííîñòü óðîâíÿ γ (÷èñëî àòîìîâ â ñîñòîÿíèè γ â åäèíèöå
îáúåìà), Aγγ′ [s−1] - âåðîÿòíîñòü èçëó÷àòåëüíîãî ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè (êîýôôèöèåíò
Ýéíøòåéíà). Aγγ′ ÿâëÿåòñÿ àòîìíîé õàðàêòåðèñòèêîé, ò.å. íå çàâèñèò îò èçëó÷àþùåé ïëàçìû.
Nγ, íàïðîòèâ, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñâîéñòâ ïëàçìû, â ÷àñòíîñòè, îò åå ìàêðîõà-
ðàêòåðèñòèê - òåìïåðàòóðû T è ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè Ne. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàñåëåííîñòè
Nγ çàâèñÿò îò àòîìíûõ õàðàêòåðèñòèê - ýíåðãèè óðîâíÿ, âåðîÿòíîñòåé âîçáóæäåíèÿ è èîíè-
çàöèè àòîìà è äð. Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ
ïðîöåññîâ, à çàòåì çàêîíîìåðíîñòè, îïðåäåëÿþùèå íàñåëåííîñòè óðîâíåé.

19.2 Âåðîÿòíîñòè è ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ïåðåõîäà â àòîìå ìåæäó óðîâíÿìè γ, γ′ íóæíî çíàòü ÷èñëî
ïåðåõîäîâ W â åäèíèöó âðåìåíè íà îäèí àòîì. Äëÿ ñïîíòàííîãî (íåçàâèñÿùåãî îò âíåøíèõ
âîçäåéñòâèé) èçëó÷àòåëüíîãî ïåðåõîäà

X (γ) → X (γ′) + ~ω (19.2)

W - åñòü ââåäåííûé âûøå êîýôôèöèåíò Ýéíøòåéíà Aγγ′ .
Âîçìîæíà, îäíàêî, èíàÿ ñèòóàöèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ âîçáóæäåíèÿ àòîìà ïðè ñòîëêíî-

âåíèè ñ ýëåêòðîíîì:
X (γ) + e→ X (γ′) + e (19.3)

×èñëî ïåðåõîäîâ â 1 ñ íà îäèí àòîì X(γ), î÷åâèäíî ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîòíîñòè ïîòîêà ýëåê-
òðîíîâ Nev, ãäå v - ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ:

W (γ, γ′) = Nevσ (γ, γ
′) (19.4)

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè σ â îòëè÷èå îò W óæå íå çàâèñèò îò ýëåêòðîííîé ïëîòíî-
ñòè, ò.å. ÿâëÿåòñÿ àòîìíîé õàðàêòåðèñòèêîé. Ïîñêîëüêó σ èìååò ðàçìåðíîñòü cm2 åå íàçûâàþò
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ýôôåêòèâíûì ñå÷åíèåì âîçáóæäåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, ñå÷åíèå σ çàâèñèò îò ýíåðãèè (ñêîðîñòè)
âíåøíåãî ýëåêòðîíà E . Òàì, ãäå ýòî ñóùåñòâåííî, áóäåì ïèñàòü

σ (γ, γ′|E) ≡ σ (E)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïðèñóòñòâóþò ñâîáîäíûå ÷àñòèöû, àòîìíîé
õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå σ - âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà, îòíåñåííàÿ ê åäè-
íè÷íîìó ïîòîêó ÷àñòèö Nv.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì ñå÷åíèå ôîòîèîíèçàöèè

Xz + ~ω = Xz+1 + e , Wωi = Nωcσωi (19.5)

ãäå Nω - ïëîòíîñòü ôîòîíîâ, c - ñêîðîñòü ñâåòà.
Â ïëàçìå ñ ðàñïðåäåëåíèåì ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì F (E) íåîáõîäèìî óñðåäíèòü (19.4) ïî

ýíåðãèÿì:
W (γ, γ′) = Ne ⟨vσ (γ, γ′)⟩

⟨vσ (γ, γ′)⟩ =
∞∫

∆E

σ (γ, γ′|E)F (E) dE , ∆E = Eγ − Eγ′ ,
(19.6)

ãäå ∆E - ïîðîãîâàÿ ýíåðãèÿ äëÿ ïðîöåññà γ → γ′.
Âåëè÷èíó ⟨vσ⟩ íàçûâàþò ñêîðîñòüþ (êîýôôèöèåíòîì ñêîðîñòè) ïðîöåññà (rate, rate coe�cient).

Íàèáîëåå âàæåí ñëó÷àé, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ Ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå çëåêòðîíîâ ïî
ýíåðãèÿì:

F (E) = 2√
πT 3/2

E1/2 exp (−E/T ) (19.7)

Âåðîÿòíîñòè è ñå÷åíèÿ äàþòñÿ êâàäðàòîì íåäèàãîíàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà:

W, σ ∼
∑

⟨γ, ν |V | γ′, ν ′⟩

Çäåñü ν - õàðàêòåðèñòèêè âíåøíåãî àãåíòà (ýëåêòðîíà, ôîòîíà, ...), V - âçàèìîäåéñòâèå, âû-
çûâàþùåå ïåðåõîä, à ñóììà âûïîëíÿåòñÿ ïî âîçìîæíîé ñòðóêòóðå (âûðîæäåíèþ) ñîñòîÿíèé
γ, γ′ è ïî äðóãèì ïàðàìåòðàì (íàïðèìåð, ïîëÿðèçàöèè ôîòîíîâ).

×àñòî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êâàçèêëàññè÷åñêèì ïîäõîäîì, â êîòîðîì âíåøíèé ýëåêòðîí
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êëàññè÷åñêèé, äâèæóùèéñÿ ïî îïðåäåëåííîé òðàåêòîðèè r(t) ñ ïðèöåëü-
íûì ðàññòîÿíèåì ρ. Òîãäà ñå÷åíèå

σ =

∫
W (ρ) · 2πρdρ ,

ãäå W (ρ) - âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ ïðîëåòà ïðîèçîéäåò ïåðåõîä (ïîäðîáíåå ñì. íèæå).

20 Âçàèìíî îáðàòíûå ïðîöåññû

Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ïëàçìå, ìîæíî âûäåëèòü ïàðû âçàèìíî îá-
ðàòíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ëèøü íàïðàâëåíèåì ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè. Íàïðèìåð,
âîçáóæäåíèþ àòîìà ýëåêòðîíîì ñ ïåðåõîäîì γ − γ′ ñîîòâåòñâóåò îáðàòíûé ïðîöåññ - òóøåíèå
âîçáóæäåíèÿ (γ′ − γ):

X (γ) + e→ X (γ′) + e , X (γ′) + e→ X (γ) + e
E (γ′) > E (γ)

(20.1)
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Â ïåðâîì ïðîöåññå âíåøíèé ýëåêòðîí òåðÿåò ýíåðãèþ∆E = E (γ′)−E (γ), à âî âòîðîì - îòíèìà-
åò ó àòîìà ýíåðãèþ ∆E. Â îñòàëüíîì îáà ïðîöåññà èäåíòè÷íû, è èõ ñå÷åíèÿ ñâÿçàíû ïðîñòûì
ñîîòíîøåíèåì. Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ
ñå÷åíèé. Íî áîëåå ïðîñòî ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà äåòàëüíîãî áàëàíñà.

Ïóñòü àòîìû (èîíû) X íàõîäÿòñÿ â îáúåìå ïëàçìû, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëíîì òåðìîäèíà-
ìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè. Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå, âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï
äåòàëüíîãî áàëàíñà: ÷èñëî âçàèìíî îáðàòíûõ ïðîöåññîâ â åäèíèöó âðåìåíè â åäèíèöå îáúåìà
îäèíàêîâî. Äëÿ ïðîöåññîâ (20.1) ýòî îçíà÷àåò:

NeNγ ⟨vσ (γ, γ′)⟩ = NeNγ′ ⟨vσ (γ′, γ)⟩ (20.2)

Â óñëîâèÿõ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ íàñåëåííîñòü óðîâíåé Nγ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì Áîëüöìàíà

Nγ = N0
gγ
g0

exp

(
−Eγ − E0

T

)
, (20.3)

ãäåN0 - íàñåëåííîñòü îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, gγ è g0 - ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ñîñòîÿíèé. Èç (20.2,20.3)
ïîëó÷àåì

gγ ⟨vσ (γ, γ′)⟩ = gγ′ ⟨vσ (γ′, γ)⟩ exp
(
−∆E

T

)
, ∆E = Eγ′ − Eγ > 0 (20.4)

Ýòî ñîîòíîøåíèå óæå íå çàâèñèò îò íàñåëåííîñòåé Nγ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå (20.4)
ñïðàâåäëèâî è òîãäà, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà, ò.å. ëîêàëüíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâ-
íîâåñèå (ËÒÐ), íå âûïîëíÿåòñÿ. Îäíàêî, Ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ íåîáõî-
äèìî, ò.ê. (20.4) çàâèñèò îò ýëåêòðîííîé òåìïåðàòóðû T . Îíî íîñèò èíòåãðàëüíûé õàðàêòåð
ïî σγ,γ′ (E). Íåòðóäíî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (19.6,19.7), ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå íåïîñðåäñòâåííî
äëÿ σ, íå çàâèñÿùåå îò òåìïåðàòóðû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâîáîäíîå îò òðåáîâàíèÿ Ìàêñâåëëîâ-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîìó ïîçäíåå.

Äðóãèì ïðèìåðîì âçàèìíî îáðàòíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ èîíèçàöèÿ è ðåêîìáèíàöèÿ ïðè
ñòîëêíîâåíèÿõ ñ ýëåêòðîíàìè:

Xz + e→ Xz+1 + 2e , Xz+1 + 2e→ Xz + e (20.5)

Âòîðîé ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ òðåõ÷àñòè÷íîé (èëè ïðîñòî òðîéíîé) ðåêîìáèíàöèåé, ïîñêîëüêó â
íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïðèñóòñòâóþò 3 ÷àñòèöû. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ

NeNz ⟨vσiz⟩ = N2
eNz+1κ (20.6)

è ðàñïðåäåëåíèå Ñàõà

Nz+1 = Nz
gz+1

gz
S exp

(
−Ez

T

)
, S = 2

(
mT

2π~2

)3/2
1

Ne

(20.7)

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ñêîðîñòåé èîíèçàöèè ⟨vσiz⟩ è ðåêîìáèíàöèè κ

gz ⟨vσiz⟩ = gz+1 (SNe)κ exp

(
−Ez

T

)
(20.8)

Çäåñü Ez - ýíåðãèÿ èîíèçàöèè èîíà Xz èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ
(20.6) ðàçìåðíîñòü κ îòëè÷àåòñÿ îò ðàçìåðíîñòè ⟨vσiz⟩. Áåçðàçìåðíûé ìíîæèòíëü S íàçûâà-
åòñÿ ôàêòîðîì Ñàõà.
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Íåñêîëüêî ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ èçëó÷àòåëüíûìè ïåðåõîäàìè. Â óñëîâèÿõ òåðìîäèíàìè-
÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ðàñïðåäåëåíèå ôîòîíîâ ïî ýíåðãèÿì (ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ôîòîíîâ)
äàåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, ÷åì (20.3), ôóíêöèåé Ïëàíêà:

Nω =
ρ (ω)

exp (~ω/T )− 1
, ρ (ω) =

ω2

π2c3
=

4

cλ2
, (20.9)

ãäå λ = 2πc/ω - äëèíà âîëíû.
×èñëî ïåðåõîäîâ γ − γ′ â åäèíèöó âðåìåíè ñ ïîãëîùåíèåì ôîòîíà ðàâíî Bγγ′Nω, ãäå Bγγ′ -

êîýôôèöèåíò Ýéíøòåéíà äëÿ ïîãëîùåíèÿ. Àòîì â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè γ′ ìîæåò ïåðåéòè
â íèæíåå ñîñòîÿíèå ñïîíòàííî (áåç âîçäåéñòâèÿ âíåøíåãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ) ñ âåðîÿòíîñòüþ
Aγ′γ èëè èíäóöèðîâàííî ñ âåðîÿòíîñòüþ Bγ′γNω. Óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ èìååò òåïåðü âèä:

NγNωBγγ′ = Nγ′ (Aγ′γ +NωBγ′γ) (20.10)

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå (20.2) è âûòåêàþùåå èç íåãî ñîîòíîøåíèå (20.4) ñîäåðæàëî âåëè÷èíû
⟨vσ⟩, çàâèñÿùèå îò òåìïåðàòóðû ýëåêòðîíîâ. ×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå íåïîñðåäñòâåí-
íî äëÿ àòîìíûõ õàðàêòåðèñòèê σ, íåîáõîäèìî ðàñêðûòü èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå (20.4). Â
îòëè÷èå îò (20.2) óðàâíåíèå (20.10) ñâÿçûâàåò íåïîñðåäñòâåííî àòîìíûå õàðàêòåðèñòèêè - êî-
ýôôèöèåíòû Ýéíøòåéíà A, B. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ôîòîí íå ìîæåò îòäàòü ÷àñòü ñâîåé
ýíåðãèè: îí ïîãëîùàåòñÿ öåëèêîì. Ïîýòîìó ýíåðãèÿ ôîòîíà â (20.10) æåñòêî ñâÿçàíà ñ àòîì-
íûìè óðîâíÿìè

~ω = Eγ′ − Eγ (20.11)

Ñëåäîâàòåëüíî, A è B çàâèñÿò òîëüêî îò ÷àñòîòû ω, íî íå îò òåìïåðàòóðû èçëó÷åíèÿ T .
Ââèäó ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íîé çàâèñèìîñòè îò T â ðàñïðåäåëåíèÿõ Áîëüöìàíà (20.3) è Ïëàíêà
(20.9) óäîâëåòâîðèòü ýòîìó òðåáîâàíèþ ìîæíî ëèøü ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè Aγ′γ , Bγ′γ, Bγγ′ (ò.å.
íåîáõîäèìî èíäóöèðîâàííîå èçëó÷åíèå). Ïîäñòàâëÿÿ (20.3) â (20.10) è ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû îíî
âûïîëíÿëîñü ïðè ëþáûõ T, ïîëó÷àåì:

gγBγγ′ = gγ′Bγ′γ , Aγ′γ = ρ (ω)Bγ′γ (20.12)

Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå ñëåäóþùåå. Ìû îïðåäåëèëè çäåñü êîýôôèöèåíòû B ïî îòíîøåíèþ
ê ïëîòíîñòè ôîòîíîâ Nω, ÷òîáû ÿñíåå ïîêàçàòü àíàëîãèþ ñ âîçáóæäåíèåì ýëåêòðîíàìè. Îä-
íàêî ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ïëîòíîñòè ýíåðãèè Uω = ~ωNω èëè ê

èíòåíñèâíîñòè Iω =
c

2π
Uω. Ñîîòíîøåíèå (20.12) îñòàåòñÿ â ñèëå, íî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì

äîëæíî áûòü èçìåíåíî îïðåäåëåíèå ρ (ω) (20.9).

21 Ðàäèàöèîííûå ïåðåõîäû, âçàèìîäåéñòâèå ñ èçëó÷åíèåì

21.1 Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïåðåõîäà

Ïðîñòåéøèì ðàäèàöèîííûì ïðîöåññîì ÿâëÿåòñÿ ñïîíòàííûé ïåðåõîä ñ âåðõíåãî óðîâíÿ íà
íèæíèé ñ èñïóñêàíèåì ôîòîíà:

X (a2) → X (a1) + ~ω , ~ω = ∆E = E2 − E1 (21.1)

Êîýôôèöèåíò Ýéíøòåéíà A21 [s−1] ïîêàçûâàåò, êàê áûñòðî òàêîé ïåðåõîä ïðîèçîéäåò:

A21 = 1/τ 21 , A2 = 1/τ 2 =
∑
a1<a2

A21 (21.2)
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Âåëè÷èíà τ 2 íàçûâàåòñÿ (ðàäèàöèîííûì) âðåìåíåì æèçíè óðîâíÿ a2, à τ 21 - ïàðöèàëüíûì
âðåìåíåì æèçíè äëÿ êàíàëà (ïåðåõîäà) a2−a1. Óñëîâèå a1 < a2 îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå òîëüêî
ïî óðîâíÿì a1, ëåæàùèì íèæå a2.

Âñå ïåðåõîäû â àòîìå ñ èñïóñêàíèåì èëè ïîãëîùåíèåì ôîòîíà ïðîèñõîäÿò çà ñ÷åò âçàèìî-
äåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ àòîìà ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì íà ÷àñòîòå ïåðåõîäà ω:

H ′ =
1

c
j ·A =

e

mc
p ·A , (21.3)

ãäå j, p - ïëîòíîñòü òîêà è èìïóëüñ ýëåêòðîíà, A - âåêòîð-ïîòåíöèàë âíåøíåãî ïîëÿ. Õî-
òÿ ïåðåõîä (21.1) íàçûâàåòñÿ ñïîíòàííûì, îí íå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì: ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íóëåâûìè êîëåáàíèÿìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïðî-
ïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îòH ′. Åãî âû÷èñëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäàìè
êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè (èëè âòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìå-
õàíèêå). Çäåñü ìû íàìåòèì ëèøü îñíîâíûå èäåè.

Âåêòîð-ïîòåíöèàë ðàçëàãàåòñÿ ïî îñöèëÿòîðàì:

A =
∑

ε · exp (−iqr) · a+ (q, ε) ,

ãäå q, ε - âîëíîâîé âåêòîð (q = ω/c) è âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ôîòîíà, a+ - îïåðàòîð ðîæäåíèÿ
ôîòîíà. Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà

∼
∫
|⟨a2ν2 |H ′| a1ν1⟩|2 δ (∆E − }ω)ω2dω

∼
∑
ε

∫
dOq |ε ⟨a2 |p · exp (−iqr)| a1⟩ ⟨ν2 |a+| ν1⟩|2 ω2 .

Ðàäèàöèîííàÿ ÷àñòü |⟨ν2 |a+| ν1⟩|2 ∼ (Nω + 1) /ωc äëÿ èñïóñêàíèÿ ôîòîíà. Àíàëîãè÷íîå âûðà-
æåíèå äëÿ ïîãëîùåíèÿ ∼ Nω/ωc, ãäå Nω - ïëîòíîñòü ôîòîíîâ íà ÷àñòîòå ω. Äëÿ ñïîíòàííûõ
ïåðåõîäîâ íàäî ïîëîæèòü Nω = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà ñ èñïóñêàíèåì ôîòîíà (êîýôôèöèåíò
Ýéíøòåéíà A):

A21 ∼
ω2

c3

∫
dOq |ε ⟨a2 |p · exp (−iqr)| a1⟩|2 (21.4)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïîãëîùåíèÿ B12 è èíäóöèðîâàííîãî
èñïóñêàíèÿ B21. Îäíàêî, ïðîùå èõ ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (20.12).

21.2 Äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò â (21.4) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì (”ìóëüòèïîëÿì”).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî (ïî÷òè) ýêâèâàëåíòíî ðàçëîæåíèþ ïî ñòåïåíÿì qa ∼ a/λ ∼ v/c, ãäå
a è v - ðàäèóñ îðáèòû è ñêîðîñòü ýëåêòðîíà â àòîìå. Ïîñêîëüêó ýòîò ïàðàìåòð ≪ 1, íàèáîëåå
âàæåí ïåðâûé ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé çàìåíå â (21.4) exp(−iqr) íà 1. Ýòîò ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ
äèïîëüíûì ïðèáëèæåíèåì.

Èç (21.4) ñ ó÷åòîì âñåõ êîýôôèöèåíòîâ â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

A21 =
4e2∆E

3~2m2c3
|⟨2 |p| 1⟩|2 (21.5)

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò èìïóëüñà p ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ðàäèóñà r. Èç
îáùåé ôîðìóëû êîììóòàòîðà

[r, f (p)] = i}
∂f (p)

∂p
(21.6)

52



äëÿ H = p2/2m+ V (r) ñëåäóåò

[p,H] = rH −Hr =
i}
m
p .

Â 1-ì ñëàãàåìîì èñïîëüçóåì H |1⟩ = E1 |1⟩, à âî 2-ì ⟨2|H = ⟨2|E2. Òîãäà

⟨2 |p| 1⟩ = i
m

}
(E2 − E1) ⟨2 |r| 1⟩ (21.7)

Ïîäñòàâëÿÿ â (21.5) ïîëó÷èì:

A21 =
4e2∆E3

3}4c3
|⟨2 |r| 1⟩|2 = 1

3 · 1373τ 0

(
∆E

Ry

)3 ∣∣∣∣⟨2

∣∣∣∣ ra0
∣∣∣∣ 1⟩∣∣∣∣2 (21.8)

Ôîðìóëû (21.5) è (21.8) ðàâíîïðàâíû, íî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà |a⟩ è E ÿâëÿþòñÿ
òî÷íûìè ñîáñòâåííûìè ðåøåíèÿìè è ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ãàìèëüòîíèàíà H. Â ñëó÷àå
ïðèáëèæåííûõ ôóíêöèé äâå ôîðìóëû áóäóò äàâàòü ðàçíûå ðåçóëüòàòû. Ïðè ýòîì ïðåäïî÷òè-
òåëüíîé ÿâëÿåòñÿ òà, â êîòîðîé ïðèáëèæåííàÿ ôóíêöèÿ áîëåå ñîîòâåòñòâóåò îïåðàòîðó p èëè
r.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëóýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè îáåñïå÷èâàþò áîëåå ïðàâèëüíóþ àññèìïòîòèêó
äëÿ îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà:

ψ ∼ rµ exp (−αr) , α =
√
−ε , µ = z/α ,

ãäå ε - ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè óðîâíÿ (â Ry). Â ýòîì ñëó÷àå áîëåå òî÷íûé ðå-
çóëüòàò äàñò ôîðìóëà (21.8), ò.ê. îïåðàòîð r âçâåøèâàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ r. Îïåðàòîð p
âçâåøèâàåò ñðåäíèå è ìàëûå r è ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñàìîñî-
ãëàñîâàííîãî ïîëÿ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñõîäèòü êàê ïðàâèëî èç ôîðìóëû (21.8), ïîñêîëü-
êó îïåðàòîð r ïðîùå è ïîëóýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Äî ñèõ ïîð ìû ïèñàëè ôîðìóëû äëÿ îäíîãî ýëåêòðîíà è íåâûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ
ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà íóæíî ïðîñòî çàìåíèòü r íà

∑
ri. Âûðîæäåííîå ñîñòîÿíèå çàïèøåì

â âèäå aα, ãäå a - êâàíòîâûå ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå äàííûé óðîâåíü ýíåðãèè, α - êâàíòîâûå
÷èñëà, ïî êîòîðûì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûðîæäåíèå. Ïðîñòåéøèé ïðèìåð: a = (nl)SLJ , α = M -
âûðîæäåíèå ïî ïðîåêöèè ïîëíîãî ìîìåíòà J . Åñëè ìû íå èíòåðåñóåìñÿ òîíêîé ñòðóêòóðîé,
ìîæíî ïîëîæèòü a = (nl)SL, α = JM èëè α =MSML è ò.ï.

Ââåäåì ñèììåòðè÷íóþ ïî íà÷àëüíîìó è êîíå÷íîìó ñîñòîÿíèþ âåëè÷èíó - ñèëó ëèíèè

S12 = S21 =
∑
α1α2

∣∣∣⟨2α2

∣∣∣∑ ri/a0

∣∣∣ 1α1

⟩∣∣∣2 (21.9)

Â îòëè÷èå îò S21 âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà A21 íå ñèììåòðè÷íà: ñóììèðîâàíèå ïî âûðîæäåííûì
ïîäóðîâíÿì α1 êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ è óñðåäíåíèå ïî ïîäóðîâíÿì α2 íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ,
ò.ê. ïåðåä ïåðåõîäîì àòîì íàõîäèëñÿ íà êàêîì-òî îäíîì ïîäóðîâíå. Òàêèì îáðàçîì,

A21 =
1

3 · 1373τ 0g2
∆ε3S21 , τ 0 =

a0
v0

=
a0
137c

= 2.41 · 10−17s , (21.10)

ãäå g2 - ñòàòèñòè÷åñêèé âåñ èñõîäíîãî (âåðõíåãî) ñîñòîÿíèÿ, ∆ε = ∆E/Ry. Èç (20.12) íàõîäèì

g1B12 = g2B21 =
2π2a30
3τ 20

∆εS21 (21.11)
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Øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ åùå îäíà ðàäèàöèîííàÿ õàðàêòåðèñòèêà - ñèëà îñöèëëÿòîðà f . Ýòî
áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà, òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíàÿ S12 è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðàâèëó ñóìì:∑

b

fab = N , (21.12)

ãäå N - ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â àòîìå (èîíå).
Ïóñòü ñíà÷àëà N = 1. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèåì

[p, r] = pr− rp = −3i~ ,

Âîçüìåì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò îò îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (21.7):

−3i~ = ⟨a |pr− rp| a⟩ =
∑
b

⟨a |p| b⟩ ⟨b |r| a⟩ −
∑
b

⟨a |r| b⟩ ⟨b |p| a⟩

= 2i
m

~
∑
b

(Eb − Ea) |⟨b |r| a⟩|2 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëèâ

fab =
2m

3}2
(Eb − Ea) |⟨b |r| a⟩|2 =

∆E

3Ry

∣∣∣∣⟨b ∣∣∣∣ ra0
∣∣∣∣ a⟩∣∣∣∣2 (21.13)

ìû ïîëó÷èì
∑

b fab = 1, ÷òî è òðåáóåòñÿ.
Êàê âèäíî èç âûâîäà, fab äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ óðîâíåé b, ïðè÷åì fab > 0

äëÿ ïåðåõîäîâ ââåðõ (∆E > 0) è fab < 0 äëÿ ïåðåõîäîâ âíèç (∆E < 0). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà ýëåêòðîíîâ N è âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé íàäî çàìåíèòü êâàäðàò ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà
â (21.13) íà ñèëó ëèíèè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå (21.12).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì:

f12 =
2ma20
3}2g1

(E2 − E1)S12 =
∆ε

3g1
S12 , ∆ε = (E2 − E1) /Ry (21.14)

Ñðàâíèâàÿ ñ (21.10,21.11), íàõîäèì

f12 = 4kB12 , g1f12 = kλ2g2A21

k =
137m

8π2}
=

1372

8π2a0c
= 1.50 s/cm2 (21.15)

ãäå λ - äëèíà âîëíû ïåðåõîäà 1− 2 (â cm).

22 Âû÷èñëåíèå è ñâîéñòâà ðàäèàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê

22.1 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, óãëîâûå ôàêòîðû

Âñå ðàäèàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñèëó ëèíèè S12 (21.9), ò.å. ÷åðåç ìàò-
ðå÷íûé ýëåìåíò àääèòèâíîãî îïåðàòîðà Σri. Êàê ïîêàçàíî ðàíåå, òàêèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû
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ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ óãëîâîé è ðàäèàëüíîé ÷àñòåé. Ïîýòîìó S12 ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå:

S12 = Q (a1a2)S
′ (n1l1, n2l2)

S ′ (n1l1, n2l2) = 2ρ2 (n1l1, n2l2) = 2lm

∣∣∣∣∞∫
0

P1 (r)P2 (r) rdr

∣∣∣∣2
lm = (2l1 + 1) (2l2 + 1)

(
l1 l2 1
0 0 0

)2

= max (l1, l2)

(22.1)

ãäå

(
l1 l2 1
0 0 0

)
- 3j ñèìâîë.

Äâà ìíîæèòåëÿ Q è S ′ èãðàþò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íóþ ðîëü. S ′- îäíîýëåêòðîííàÿ ñèëà
ëèíèè (èëè ðàäèàëüíàÿ ÷àñòü S12 ). Îíà çàâèñèò òîëüêî îò êâàíòîâûõ ÷èñåë nl è ðàäèàëüíûõ
âîëíîâûõ ôóíêöèé P (r) è íå çàâèñèò îò ïîëíûõ ìîìåíòîâ SLJ è îò ñõåìû ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ
â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå. Âîçìîæíà, ïðàâäà, íåÿâíàÿ çàâèñèìîñòü ÷åðåç âûðàæåíèå äëÿ
öåíòðàëüíîãî ïîëÿ U(r), â êîòîðîì îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè P (r). Ìû âåðíeìñÿ ê ðàñ÷åòó S ′

ïîçäíåå.
Óãëîâîé ôàêòîð Q äàåò âñþ çàâèñèìîñòü S12 îò ñõåìû ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ SLJ. Â òî æå

âðåìÿ, Q íå çàâèñèò îò ðàäèàëüíûõ ôóíêöèé è ãëàâíûõ êâàíòîâûõ ÷èñåë n . Ýòî àâòîìàòè÷å-
ñêè îçíà÷àåò, ÷òî Q íå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ âçàèìîäåéñòâìé U(r) â àòîìå, ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ
ëèøü êèíåìàòèêîé äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ. Ñëåäóåò îäíàêî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî
ëèøü â ïðèáëèæåíèè îïðåäåëåííîé ñõåìû ñâÿçè ( SL, jl), è Q åñòåñòâåííî çàâèñèò îò ïðèíÿòîé
ñõåìû.

Â ñëó÷àå SL-ñâÿçè ôàêòîð Q ìîæíî âû÷èñëèòü îáùèìè ìåòîäàìè àòîìíîé ñïåêòðîñêîïèè,

è ðåçóëüòàò âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè - òàê íàç. 6j-ñèìâîëû

{
j1 j2 j3
l1 l2 l3

}
.

Äëÿ ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ çàäàííîé ãåíåàëîãèåé: a = γp (SpLp)nlSLJ

Q (a1, a2) =
1
2
q (LplL) δ (S1, S2) q (SLJ)

q (SLJ) = (2J1 + 1) (2J2 + 1)

{
J1 J2 1
L2 L1 S

}2

, S = S1 = S2

(22.2)

è q (LplL) - òà æå ôóíêöèÿ îò óêàçàííûõ àðãóìåíòîâ. ”1” ñîîòâåòñòâóåò äèïîëüíîìó (E1)
èçëó÷åíèþ. Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî 2κ-ïîëüíîãî ïåðåõîäà (Eκ) èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà
ñ çàìåíîé 1 íà κ.

Íå îñòàíàâëèâàÿñü ïîäðîáíî íà ôîðìóëàõ äëÿQ, ïðèâåäåì ëèøü âàæíûå ïðàâèëà ñóìì, êî-
òîðûå âûòåêàþò èç èçâåñòíûõ ôîðìóë ñóììèðîâàíèÿ j-ñèìâîëîâ. Îáîçíà÷èâQ (...SL1J1 , ...SL2J2) =
Q (J1 , J2), èìååì: ∑

J2

Q (J1 , J2) ∼ 2J1 + 1 ,
∑
J1

Q (J1 , J2) ∼ 2J2 + 1

Q (SL1 , SL2) =
∑
J1J2

Q (J1 , J2) = (2S + 1)Q (L1 , L2)
(22.3)

Àíàëîãè÷íî ∑
L2

Q (L1 , L2) ∼ 2L1 + 1 ,
∑
L1

Q (L1 , L2) ∼ 2L2 + 1

Q (SpLpl1 , l2) =
∑

SL1L2

Q (SL1 , SL2) = (2Sp + 1) (2Lp + 1)
(22.4)
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Î÷åâèäíî, òàêèì æå ïðàâèëàì óäîâëåòâîðÿåò ñèëà ëèíèè, ò.ê. S ′ íå çàâèñèò îò SLJ . Ïîñêîëüêó
(2Sp+1)(2Lp+1) = gp - ñòàò. âåñ èñõîäíîãî èîíà, ñóììàðíàÿ ïî òåðìàì SL è òîíêîé ñòðóêòóðå
J ñèëà ëèíèè ðàâíà

S (SpLpl1 , l2) = gpS
′ (n1l1 , n2l2) (22.5)

Âåðîÿòíîñòè A21 è ñèëû îñöèëëÿòîðà f12 - íåñèììåòðè÷íû ïî íà÷àëüíîìó è êîíå÷íîìó
ñîñòîÿíèþ: ∑

J1

A (J2 , J1) ∼
1

g2

∑
J1

Q (J2 , J1) = const (J2)∑
J1

f (J1 , J2) ∼
1

g1

∑
J2

Q (J1 , J2) = const (J1)
(22.6)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë ñóìì (22.3,22.6) ðàññìîòðèì ïåðåõîä ns − n′p â
ùåëî÷íîì àòîìå. Ñóììà ïî J ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ÷ëåíó, ò.å.

p3/2
p1/2

s1/2������?��
����������?��

�� S
(
s1/2 − pj

)
∼ 2j + 1 ,

S
(
s1/2 − p3/2

)
S
(
s1/2 − p1/2

) = 2

f
(
s1/2 − p3/2

)
f
(
s1/2 − p1/2

) = 2 ,
A
(
p3/2 − s1/2

)
A
(
p1/2 − s1/2

) = 1

22.2 Âû÷èñëåíèå ðàäèàëüíûõ ÷àñòåé

Âû÷èñëåíèå ðàäèàëüíîé ÷àñòè S ′ ñèëû ëèíèè ïðàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷åòó ðàäèàëüíûõ
ôóíêöèé P (r), ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå ðàäèàëüíîãî èíòåãðàëà

ρ (n1l1, n2l2) =
√
lm

∫ ∞

0

P1(r)P2(r)rdr

íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà äëÿ ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Íàèáîëåå òî÷íûå îäíîýëåê-
òðîííûå ðàäèàëüíûå ôóíêöèè â ðàìêàõ îäíîé çàäàííîé ýëåêòðîííîé êîíôèãóðàöèè ïîëó-
÷àþòñÿ ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ Õàðòðè-Ôîêà (HF ). Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
ñèñòåìû èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó çàíÿ-
òûõ îáîëî÷åê nl â äàííîé êîíôèãóðàöèè. Õîòÿ ýòè ðàñ÷åòû äîñòàòî÷íî ñëîæíû, îíè äàëåêî
íå âñåãäà îáåñïå÷èâàþò íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü.

Îñíîâíîå îãðàíè÷åíèå ôóíêöèé HF - òî, ÷òî îíè îòíîñÿòñÿ ê îäíîé ýëåêòðîííîé êîí-
ôèãóðàöèè. Áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ìíîãîêîíôèãóðàöèîííîãî
ìåòîäà HF (MCHF ), â êîòîðîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ Ψ =

∑
CγΨγ, ãäå Ψγ - ôóíêöèè òèïà

HF , à γ îòíîñÿòñÿ ê ðàçëè÷íûì êîíôèãóðàöèÿì. Êîýôôèöèåíòû Cγ ïîëó÷àþòñÿ èç âàðèàöè-
îííîãî ïðèíöèïà, à Ψγ èç îáùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùåé îäíîâðåìåííî ðàçëè÷íûå
êîíôèãóðàöèè γ. Ñóììà âêëþ÷àåò ðàññìàòðèâàåìóþ êîíôèãóðàöèþ è M äðóãèõ êîíôèãóðà-
öèé. Ðàçóìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòû åùå áîëåå ãðîìîçäêè, ÷åì â îáû÷íîì ìåòîäå HF .

Ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïîëóýìïèðè÷åñêèé ìåòîä, â êîòîðîì èñ-
ïîëüçóåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà. Âìåñòî ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî óðàâíåíèå äëÿ îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà[

− d2

dr2
+

(l + 1) l

r2
+ 2U (r, b)− ε

]
P (r) = 0 , (22.7)

ãäå U(r, b) - íåêîòîðûé ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë, ε - ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè èîíè-
çàöèè ñ äàííîãî óðîâíÿ. Ïîäãîíî÷íûé ïàðàìåòð b ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ýòî ε áûëî ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèåì óðàâíåíèÿ (22.7), ò.å. ÷òîáû âûïîëíÿëèñü äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ:

P (0) = 0 , P (r) ∼ exp (−αr) , α =
√
−ε, r → ∞ (22.8)
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Ïðîñòàÿ âåðñèÿ ïîëóýìïèðè÷åñêîãî ìåòîäà - Êóëîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå: U(r, b) çàìåíÿåòñÿ
àññèìïòîòè÷åñêèì Êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì

U ⇒ U c = −z
r
, z = Z −N + 1 (22.9)

Ýòîò ïîòåíöèàë íå ñîäåðæèò ïîäãîíî÷íîãî ïàðàìåòðà, è äâà óñëîâèÿ (22.8) íå ìîãóò âûïîë-
íÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Ñëåäóåò îòäàòü ïðåäïî÷òåíèå âòîðîìó óñëîâèþ, ò.ê. ýêñïåðèìåíòàëüíîå
çíà÷åíèå ε îáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó. Ïðè r → 0 âîçíèêàåò ðàñõîäèìîñòü, è P (r)
îáðåçàåòñÿ íà íåêîòîðîì çíà÷åíèè r.

Êóëîíîâñêîå ïðèáëèæåíèå èñïîëüçîâàëîñü àíãëèéñêèìè àâòîðàìè Áåéòñîì è Äàìãààðä äëÿ
ðàñ÷åòà ðàäèàëüíûõ èíòåãðàëîâ ïåðåõîäà â (22.1). Áûëè ïîñòðîåíû òàáëèöû ðàäèàëüíûõ èí-
òåãðàëîâ äëÿ íàèáîëåå âàæíûõ ïàð l1, l2 = l1 + 1 êàê ôóíêöèè ε1 è ε2. Ôàêòè÷åñêè âìåñòî ε
óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ýôôåêòèâíûå êâàíòîâûå ÷èñëà n∗:

n∗ =
z√
−ε

(22.10)

Òàáëèöû Áåéòñà-Äàìãààðä øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè ñèë îñöèëëÿòîðîâ, îñîáåí-
íî äëÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó âîçáóæäåííûìè ñîñòîÿíèÿìè n > n0, ãäå n0 - íàèáîëüøåå ãëàâíîå
êâàíòîâîå ÷èñëî ýëåêòðîíà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.

22.3 Ñâîéñòâà ñèë îñöèëëÿòîðîâ è âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ

Ñîãëàñíî (21.12) ∑
b

f1b = N (22.11)

ãäå N - ÷èñëî ýëåêòðîíîâ â àòîìå. Ýòî òî÷íîå ñîîòíîøåíèå. Îäíàêî áîëåå âàæíû ïðèáëè-
æåííûå ïðàâèëà ñóìì äëÿ ïåðåõîäîâ âíåøíåãî (îïòè÷åñêîãî) ýëåêòðîíà. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
ñîñòîÿíèÿ ”1” òèïà γcn1l1 (γc - êâàíòîâûå ÷èñëà èñõîäíîãî èîíà). Ïåðåõîäû âíåøíåãî ýëåê-
òðîíà äàþò âêëàä â ïîëíóþ ñóììó: ∑

nl

f (n1l1 − nl) ≈ 1 (22.12)

Ýòè ïåðåõîäû ñîñòàâëÿþò íàèáîëåå èíòåðåñíóþ äëÿ ïðèëîæåíèé ñðàâíèòåëüíî íèçêî÷àñòîò-
íóþ ÷àñòü ñïåêòðà. Îòìåòèì äâà îáñòîÿòåëüñòâà.
1) Ñóììà (22.12) ôàêòè÷åñêè âêëþ÷àåò è èíòåãðàë ïî íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó (ò.å. ôîòîèîíè-
çàöèþ n1l1 − kl). Äëÿ àòîìà H(1s) ïåðåõîäû â íåïðåðûâíûé ñïåêòð âíîñÿò îêîëî 50% ñóììû.
Äëÿ àòîìà Na(3s) - âñåãî ∼ 1%.
2) Â ñóììó âõîäÿò è îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû îò óðîâíåé nl, ëåæàùèõ íèæå n1l1. Ïîýòîìó íåêîòî-
ðûå ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü áîëüøå 1, îäíàêî îáû÷íî íå íàìíîãî áîëüøå (êðîìå ñëó÷àÿ n≫ 1).

Îñòàòîê N − 1 ïîëíîé ñóììû (22.11) îáðàçóåòñÿ ïåðåõîäàìè, çàòðàãèâàþùèìè îñòîâ. Îíè
âåñüìà ìíîãî÷èñëåííû è ïðèõîäÿòñÿ íà áîëåå êîðîòêîâîëíîâóþ ÷àñòü ñïåêòðà. Â äàëüíåéøåì
ìû èõ íå êàñàåìñÿ.

Â ñëó÷àå ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ γc (n1l1)
m

∑
nl

f
(
γc (n1l1)

m − γc (n1l1)
m−1 nl

)
≈ m (22.13)
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Ïðîñòàÿ îöåíêà ñóììàðíîé ïî l ñèëû îñöèëëÿòîðà äàåòñÿ êëàññè÷åñêîé ôîðìóëîé Êðàìåð-
ñà:

f (n1, n) =
2n1n

3

(n2 − n2
1)

3 =
2 (ε1ε)

3/2

n2
1 (∆ε)

3 (22.14)

Ýòà ôîðìóëà ïîëó÷åíà äëÿ [H] èîíà (ò.å. Êóëîíîâà ïîëÿ) ïðè óñëîâèè n, n1 ≫ ∆n≫ 1. Îäíàêî
îíà äàåò ðàçóìíóþ îöåíêó è äëÿ äðóãèõ àòîìîâ è äëÿ íåáîëüøèõ n è ∆n. Ñîãëàñíî (22.14):

∆n = 1 : f (n− 1, n) = n/4
∆n≫ 1 : f (n1, n) = 2n1/n

3 (22.15)

Â ïðåäåëüíî ”ïëîõîì” ñëó÷àå n1 = 1, n = 2 ýòà îöåíêà äàåò f = 0, 25, ôîðìóëà (22.14) - 0.59,
òî÷íûé ðàñ÷eò äëÿ àòîìà H - 0.415.

Ñëó÷àé n≫ 1 ñîîòâóòñòâóåò èçâåñòíûì â àñòðîôèçèêå ðàäèîëèíèÿì âîäîðîäà. Êàê âèäíî
äëÿ íèõ f ≫ 1.

Â ïðèáëèæåíèè Êðàìåðñà f íå çàâèñèò îò z. Ïðè ∆n = 1 è íåáîëüøîì n f ∼ 1, à ïðè
áîëüøèõ n f ∼ 1/n3, ÷òî îáåñïå÷èâàåò â ÷àñòíîñòè ñõîäèìîñòü ñóììû

∑
f (n1n).

Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà A ∼ f∆ε2/gn, ò.å.

A ∼ ∆ε2 ∼ z4, A (n, n1) ∼ 1/n5, n≫ ∆n≫ n1 (22.16)

Âðåìÿ æèçíè íà óðîâíå n:

τn ∼

[∑
n1

A (n, n1)

]−1

∼
n5

ln (n)
(22.17)

Âñå ïðèâåäåííûå îöåíêè îòíîñÿòñÿ ê ñóììàðíûì ïî l õàðàêòåðèñòèêàì. Äëÿ ïåðåõîäîâ
nl−n1l1 ñëåäóåò âûäåëèòü ñëó÷àé∆n = 0 äëÿ íåâîäîðîäîïîäîáíûõ àòîìîâ. Ôîðìóëû Êðàìåðñà
çäåñü, î÷åâèäíî, íåïðèìåíèìû. Äëÿ íåéòðàëüíîãî àòîìà f (∆n = 0) ∼ 1. Äëÿ èîíîâ ñ z ≫ 1
∆ε ∼ z, à íå z2, ò.å.

f ∼ ∆ε

∣∣∣∣∫ Pn (r)Pn1 (r) rdr

∣∣∣∣2 ∼ z/z2 = 1/z

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé âêëàä â
∑
f äëÿ z ∼ 1 (íåéòðàëüíûé àòîì, ïåðâûå èîíû) äàåò

ïåðåõîä ∆n = 0, à äëÿ èîíîâ ñ z ≫ 1 - ïåðåõîä ∆n = 1.

23 Ïðàâèëà îòáîðà, ìóëüòèïîëüíîå èçëó÷åíèå

23.1 Ïðàâèëà îòáîðà

Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû âûøå:

∆l = ±1 , ∆J = ±1, 0 , J1 + J2 > 1
∆S = 0 , ∆L = ±1, 0 , L1 + L2 > 1

∆γp = 0
(23.1)

ãäå γp - êâàíòîâûå ÷èñëà èñõîäíîãî èîíà. Ýòè ïðàâèëà âûòåêàþò èç ôîðìóë äëÿ óãëîâûõ
ôàêòîðîâ Q è îòðàæàþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà è ÷åòíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ ýëåêòðè÷åñêîãî
äèïîëüíîãî ôîòîíà: ìîìåíò ðàâåí 1, íå÷åòíûé, íå âçàèìîäåéñòâóåò ñî ñïèíîì.

Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ ∆l è ∆J âûïîëíÿþòñÿ â ëþáîé ñõåìå ñâÿçè, ïðàâèëà äëÿ ∆S è ∆L -
òîëüêî â ñëó÷àå SL-ñâÿçè. Â ñëó÷àå Jpl-ñâÿçè ïîíÿòèå ïîëíîãî ñïèíà S îòñóòñòâóåò è, ñëåäî-
âàòåëüíî, íåò âîïðîñà î ñîõðàíåíèè ñïèíà. Âìåñòî ïðàâèëà äëÿ ∆L, èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå
ïðàâèëî ∆K = ±1, 0 , K1 +K2 > 1.
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23.2 Íàðóøåíèå SL-ñâÿçè

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà SL-ñâÿçü è íèêàêàÿ äðóãàÿ ÷èñòàÿ ñâÿçü íå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïåðâûì ñëåäñòâèåì íàðóøåíèÿ SL-ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ îñëàáëåíèå çàïðåòà èíòåðêîìáèíàöèîííûõ
ïåðåõîäîâ ñ ∆S = ±1. Îöåíèòü ýòîò ýôôåêò ìîæíî, èñïîëüçóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ
ýíåðãèé óðîâíåé. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ùåëî÷íîçåìåëüíîãî àòîìà - ïåðåõîä ns2
2S - nsnp 3P .

Ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñîçäàåò ïðèìåñü ñèíãëåòíîãî ñîñòîÿíèÿ ê òðèïëåòíîìó

Ψ(3P1) = |3P1⟩+ β |1P1⟩
⟨Ψ(3P1) |r|Ψ(1S0)⟩ =

⟨
3P1 |r|1 S0

⟩
+ β

⟨
3P1 |r|1 S0

⟩
= β

⟨
3P1 |r|1 S0

⟩
,

ãäå |SL⟩ - âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ SL-ñâÿçè. Ïóñòü ìîæíî ïðèìåíèòü I ïîðÿ-
äîê òåîðèè âîçìóùåíèé, è îãðàíè÷èìñÿ âîçìóùåíèåì îò îäíîãî óðîâíÿ ñ òåì æå ãëàâíûì
êâàíòîâûì ÷èñëîì, äëÿ êîòîðîãî ∆E (1P1 −3 P1) ìèíèìàëüíî. Òîãäà

β =
1

∆E

⟨
n3P1 |Vm|n1P1

⟩
∼

1

∆E

⟨
3PJ |Vm|3 PJ

⟩
Äâà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòà îòëè÷àþòñÿ ëèøü óãëîâûìè ÷àñòÿìè, ïîýòîìó êîýôôèöèåíò ïðî-
ïîðöèîíàëüíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Îí íå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò 1 è îäèíàêîâ äëÿ
âñåõ ùåëî÷íîçåìåëüíûõ àòîìîâ. Ïîñëåäíèé ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äàåò ñäâèã óðîâíÿ â òîíêîé
ñòðóêòóðå. Òàêèì îáðàçîì,

f
(
1S,3 P

)
= β2f

(
1S,1 P

)
, β =

δE (3P2 −3 P0)

∆E (1P1 −3 P1)
(23.2)

Âåëè÷èíà ∆E ∼ z, δE ∼ z2Z2
n, ò.å. β ∼ zZ2

n (Zn - çàðÿä ÿäðà). Â ÷àñòíîñòè äëÿ n = n0

β2 = 2 · 10−6 äëÿ Mg(3P −3 S), è β2 = 2 · 10−2 äëÿ Hg(6P − 6S).

23.3 Ìóëüòèïîëüíîå èçëó÷åíèå

Íàðóøåíèå ñõåìû SL-ñâÿçè äåëàåò âîçìîæíûìè ðàäèàöèîííûå ïåðåõîäû ñ ∆S ̸= 0 è ∆L >
1. Îäíàêî ïðàâèëà îòáîðà ïî ∆l è ∆J îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè, ò.å. ïåðåõîäû ñ |∆l| ̸= 1 è
|∆J | > 1 îñòàþòñÿ çàïðåùåííûìè. Ñíÿòèå çàïðåòà âîçìîæíî ëèøü çà ñ÷åò èñïóñêàíèÿ ôîòîíîâ
ëþáîé ÷åòíîñòè ñ ìîìåíòîì κ > 1, à òàêæå ÷åòíîãî ôîòîíà ñ κ = 1. Òàêèå ôîòîíû íàçûâàþò
ìóëüòèïîëüíûìè â îòëè÷èå îò ”îáû÷íîãî” äèïîëüíîãî ôîòîíà.

Ìóëüòèïîëüíûå ïåðåõîäû ñâÿçàíû ñ ìíîæèòåëåì exp (iqr) â îáùåé ôîðìóëå (21.4) äëÿ
ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ èçëó÷åíèåì:

⟨2 |εp· exp (iqr)| 1⟩ ≈ ⟨2 |εp| 1⟩+ i ⟨2 |εp · qr| 1⟩+ ... ,

ãäå ε, q - âåêòîð ïîëÿðèçàöèè è âîëíîâîé âåêòîð ôîòîíà. Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå âåêòîðíîå
ñîîòíîøåíèå

(εp) (qr)− (pq) (εr) = [ε · q] [p · r] = [ε · q] l~ .

Îòñþäà, ïîäñòàâëÿÿ q = nω/c = n∆E/~c, ïîëó÷àåì

ε ⟨2 |p exp (iqr)| 1⟩

= i~∆Eε ⟨2 |r| 1⟩ − ∆E2

~c
ε ⟨2 |(rn) r| 1⟩+ i

∆E

~c
[ε · n] ⟨2 |l| 1⟩+ ...

(23.3)
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Ýòî ðàçëîæåíèå ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà âçàèìîäåéñòâèÿ ïî ìóëüòèïîëÿì. Ïåðâûé ÷ëåí âêëþ-
÷àåò ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò ∼ r è äàåò (îáû÷íîå) ýëåêòðè÷åñêîå äèïîëüíîå èçëó-
÷åíèå (îáîçíà÷àåòñÿ E1) - ôîòîíû ñ ìîìåíòîì κ = 1 è îòðèöàòåëüíîé ÷åòíîñòüþ. Âòîðîé
âêëþ÷àåò êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò (rn) r è äàåò ýëåêòðè÷åñêîå êâàäðóïîëüíîå èçëó÷åíèå (E2),
κ = 2, ïîëîæèòåëüíàÿ ÷åòíîñòü. Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ÷ëåí â (23.3) âêëþ÷àåò îðáèòàëüíûé ìàã-
íèòíûé ìîìåíò µl ∼ l. Åãî ñëåäóåò òåïåðü äîïîëíèòü ñïèíîâûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì µs ∼ s,
ò.ê. â èñõîäíîé ôîðìóëå H ′ ∼ (pA) ìû íå ó÷èòûâàëè âçàèìîäåéñòâèå H è µs. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì ìàãíèòíîå äèïîëüíîå èçëó÷åíèå (M1) ñ ìîìåíòîì κ = 1, ïîëîæèòåëüíîé ÷åòíîñòüþ
(ò.ê. l - àêñèàëüíûé âåêòîð) è ìàòðè÷íûì ýëåìåíòîì

i
∆E

~c
[ε · n] ⟨2 |l+2s| 1⟩ (23.4)

Ïîñëåäóþùèå ÷ëåíû äàëè áû èçëó÷åíèå âûñøèõ ìóëüòèïîëåé E3, M2, ... ñ ÷åðåäóþùåéñÿ
÷åòíîñòüþ è âîçðàñòàþùèìè ìîìåíòàìè. Êàê âèäíî èç (23.3), E2 è M1 ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

ñîäåðæàò ëèøíèé ôàêòîð
1

c
=

1
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(â àò.åä.). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü ∼ 10−4 îò âåðî-

ÿòíîñòè äèïîëüíîãî ïåðåõîäà è åå íóæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî â ñëó÷àå äèïîëüíî çàïðåùåííûõ
ïåðåõîäîâ, ò.å. äëÿ óêàçàííûõ â íà÷àëå ðàçäåëà ñëó÷àåâ |∆l| ̸= 1 èëè |∆J | > 1. Èç ñîõðàíåíèÿ
ìîìåíòà è ÷åòíîñòè ñëåäóþò ïðàâèëà îòáîðà:

E1 : ∆l = ±1 , ∆J = 0,±1 , J = 1 > 1
E2 : ∆l = 0,±1 , ∆J = 0,±1,±2 , J = 1 > 1
M1 : ∆l = 0 , ∆J = 0,±1 , J = 1 > 1

(23.5)

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò (23.4) äëÿ ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà âêëþ÷àåò∑
li + 2

∑
si = L+2S

è íå ñîäåðæèò ðàäèàëüíîãî îïåðàòîðà. Îòñþäà ñëåäóþò äîïîëíèòåëüíûå ïðàâèëà îòáîðà

M1 : ∆L = ∆S = 0 , ∆n = 0 (23.6)

Òàêèì îáðàçîì, M1 ïåðåõîä âîçìîæåí òîëüêî ìåæäó êîìïîíåíòàìè òîíêîé ñòðóêòóðû îäíîãî
ìóëüòèïëåòà ∆J = ±1. Ñëó÷àé ∆J = 0 íàäî îòáðîñèòü, ò.ê. ïðè ýòîì âîîáùå íåò ïåðåõîäà.

Ïåðåõîäû M1 è E2 îäíîãî ïîðÿäêà ïî 1/c. Îäíàêî, êàê âèäíî èç (23.3) âåðîÿòíîñòü E2
ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ôàêòîð (∆E/z2Ry). Äëÿ áëèçêèõ óðîâíåé îí ìàë, òàê ÷òî ïåðåõîäû
ìåæäó êîìïîíåíòàìè òîíêîé ñòðóêòóðû â îñíîâíîì ñâÿçàíû ñ ïåðåõîäàìè M1.

Âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ, îñîáåííî â àñòðîôèçèêå, èãðàþò E2 èM1 ïåðåõîäû â àòîìàõ
è èîíàõ èçîýëåêòðîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé C è O:

- ìåæäó òåðìàìè îñíîâíîé êîíôèãóðàöèè 2p2 3P, 1D, 1S

- ìåæäó êîìïîíåíòàìè òîíêîé ñòðóêòóðû 3P J = 0, 1, 2.
Ðàçóìååòñÿ, ïðàâèëà (23.6) ñïðàâåäëèâû òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ SL-ñâÿçè. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñëó÷àé ïåðåõîäîâ 1s2s 3S − 1s2 1S â [He]-èîíå. Ýòîò ïåðåõîä çàïðåùåí äëÿ E1 ïî
÷åòíîñòè, äëÿ Eκ, Mκ (κ > 1) ïî J1 + J2 > κ. Îñòàåòñÿ M1 ïåðåõîä, çàïðåùåííûé ââèäó
∆S = 1 è ∆n = 1. Åñëè îïèñûâàòü àòîì óðàâíåíèåì Äèðàêà îáà ýòè çàïðåòà ñíèìàþòñÿ çà
ñ÷åò ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ⟨

φ2

∣∣∣∑ li+2
∑

si

∣∣∣χ1

⟩
,

ãäå φ, χ - áîëüøàÿ è ìàëàÿ êîìïîíåíòû äèðàêîâñêîãî áèñïèíîðà. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî ïåðåõîäà

î÷åíü ìàëà: z
( z

137

)9

(ñð.
( z

137

)4

äëÿ ðàçðåøåííîãî E1 ïåðåõîäà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò

ïåðåõîä - åäèíñòâåííûé êàíàë ðàñïàäà â îòñóòñòâèè ñòîëêíîâåíèé.
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24 Íåïðåðûâíûé ñïåêòð

24.1 Ôîòîèîíèçàöèÿ è ôîòîðåêîìáèíàöèÿ

Äî ñèõ ïîð ìû ãîâîðèëè î äèñêðåòíûõ ïåðåõîäàõ 1− 2. Åñëè óðîâåíü 2 íàõîäèòñÿ â íåïðåðûâ-
íîì ñïåêòðå, èìååì ïàðó ýëåêòðîí + èîí:

Xz + e→ Xz−1 (1) + }ω

Xz−1 (1) + }ω → Xz + e

z, ε
z, 0

z − 1

��������������6����
��������?��

���� (24.1)

1-é ïðîöåññ - ôîòîðåêîìáèíàöèÿ èîíà Xz ñ èñïóñêàíèåì ôîòîíà, 2-é - ôîòîèîíèçàöèÿ àòîìà
(èîíà Xz−1).

Åñëè â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè èìååòñÿ ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïðîïîð-
öèîíàëüíà ïîòîêó ýòèõ ÷àñòèö, à íåçàâèñèìîé îò âíåøíèõ óñëîâèé àòîìíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå σ (ðàçä.19.2). Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññû (24.1) õàðàêòåðèçóþòñÿ
ñå÷åíèÿìè ôîòîðåêîìáèíàöèè σr è ôîòîèîíèçàöèè σν .

Ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà íåïðåðûâíûé ñïåêòð ñèëó îñöèëÿòîðà, íî åå òåïåðü ñëåäóåò
îòíîñèòü ê åäèíè÷íîìó èíòåðâàëó ýíåðãèè â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè, ò.å.

f1ε =
df

dε
=

∆ε

3g1
S1ε , εω = }ω/Ry = ε− ε1 = ε+ |ε1| (24.2)

Çäåñü ε1 - ýíåðãèÿ äèñêðåòíîãî óðîâíÿ Xz−1 (1) (ε1 < 0), à ε - êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà,
âûáèòîãî ïðè ïîãëîùåíèè ôîòîíà }ω. Âñå ýíåðãèè â åä. Ry. S1ε îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
(21.9), íî â ìàòðè÷íûé ýëåìåíò íàäî ïîäñòàâëÿòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà,
íîðìèðîâàííóþ íà δ (ε− ε′). Âåëè÷èíà f1ε ñâÿçàíà ñ ñå÷åíèåì ôîòîèîíèçàöèè:

σν =
4π

137
f1ε

[
πa20

]
(24.3)

Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñîîòâåòñòâèÿ âåëè÷èíû f1ε è f1nδn äîëæíû íåïðåðûâ-
íî ïåðåõîäèòü îäíà â äðóãóþ â ïîðîãå ôîòîèîíèçàöèè, åñëè δn ñîîòâåòñòâîâàë åäèíè÷íîìó

èíòåðâàëó ýíåðãèè ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëåíèþ f1ε: δn =
dε

dn
δε =

2z2

n3
(ðèñ.24.1).

Â ôîðìóëó ñóìì ñèë îñöèëëÿòîðîâ (22.12,22.13) äîëæåí âõîäèòü èíòåãðàë ïî íåïðåðûâíîìó
ñïåêòðó: ∑

nl

f
(
n1l

m
1 − n1l

m−1
1 nl

)
+
∑
l

∫
dεf

(
n1l

m
1 − n1l

m−1
1 εl

)
= m (24.4)

Ñå÷åíèÿ äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ïðîöåññîâ (24.1) ñâÿçàíû ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì, àíàëî-
ãè÷íûì (20.12):

gzk
2σr = g1q

2σν , gzσr =

(
}ω
mvc

)2

g1σν , (24.5)

ãäå k = mv/} è q = ω/c - âîëíîâûå ÷èñëà ôîòîíà è ýëåêòðîíà.
Äëÿ îöåíêè ñóììàðíûõ ïî l1 (è òåðìàì) ñå÷åíèé σr è σν ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè

Êðàìåðñà, àíàëîãè÷íûìè ôîðìóëå (22.14) äëÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, åñëè çàìåíèòü f1n =⇒
df

dn
=
df

dε

dε

dn
=
df

dε
2ε3/2 :
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Ðèñ. 24.1: Íåïðåðûâíàÿ ñâÿçü ñå÷åíèÿ ôîòîèîíèçàöèè è âåëè÷èí f1nδn.

σKr
ν =

4π

137

zε1
3/2

n2
1ε

3
ω

[
πa20

]
, σKr

r =
π

1373
zε

3/2
1

gz−1εωε

[
πa20

]
. (24.6)

Ñîãëàñíî (24.6) ïðè çàäàííîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà ε ñå÷åíèå ðåêîìáèíàöèè íà óðîâåíü n1

σKr
r ∼

z2

n1

, |ε1| ≫ ε

σKr
r ∼

z4

n3
1

, |ε1| ≪ ε
(24.7)

Èç ýòèõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ðåêîìáèíàöèÿ ïðîèñõîäèò â îñíîâíîì íà íèæíèé óðîâåíü, íî ñóì-
ìàðíî ñóùåñòâåííûé âêëàä âíîñèò ðåêîìáèíàöèÿ â ïîëîñó óðîâíåé |ε1| > ε. Ïðè áîëüøèõ
ýíåðãèÿõ ε≫ |ε0| ðåêîìáèíàöèÿ èäåò â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (òî÷íåå íà âñå óðîâíè n0l0 c ìèíè-
ìàëüíûì n = n0).

Ñå÷åíèå ôîòîèîíèçàöèè â ïîðîãå σν(}ω = ε1Ry)∼ n1/z
2, à ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ σν (ω) ∼

z4/ω3. Äëÿ ñëîæíûõ àòîìîâ ýôôåêòèâíîå çíà÷åíèå z äëÿ âíóòðåííèõ îáîëî÷åê, î÷åâèäíî,
ðàñòåò, ò.å. σν â ïîðîãå óìåíüøàåòñÿ. Îäíàêî ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ íàîáîðîò ïðåîáëàäàåò
ôîòîèîíèçàöèÿ èç âíóòðåííèõ îáîëî÷åê. Ýòî ïîâåäåíèå èëëþñòðèðóåòñÿ (ðèñ.24.2), ãäå ïîêàçàí
õîä ïîëíîãî (ñóììàðíîãî ïî îáîëî÷êàì) ñå÷åíèÿ ôîòîèîíèçàöèè àòîìà ñ âíåøíåé îáîëî÷êîé
n = 3.

Ôîðìóëû Êðàìåðñà (24.6), ðàçóìååòñÿ ,ïðèáëèæåííû: 1) îíè ïîëó÷åíû äëÿ ÷èñòî Êóëîíîâà

ïîëÿ −z
r
; 2) ïðè âûâîäå ñäåëàíû äîïîëíèòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè áîëüøèõ

ω σν ∼ ω−α, ãäå α îòëè÷íî îò êðàìåðñîâñêîãî çíà÷åíèÿ αKr = 3 (îáû÷íî â äèàïàçîíå 2.8 - 3.2).
Òî÷íîå (èëè áîëåå òî÷íîå) ñå÷åíèå ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå

σ = σKrG (24.8)

Âåëè÷èíà G íàçûâàåòñÿ ôàêòîðîì Ãàóíòà. Ïîñêîëüêó σKr îïèñûâàåò îñíîâíûå çàâèñèìîñòè
îò z, ε, ω, ôàêòîð Ãàóíòà çàâèñèò îò íèõ ñðàâíèòåëüíî ñëàáî è ïîòîìó óäîáåí äëÿ ïðèëîæåíèé.
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Ðèñ. 24.2: Ïîëíîå ñå÷åíèå ôîòîèîíèçàöèè àòîìà ñ âíåøíåé îáîëî÷êîé n=3, ïóíêòèð - âêëàä
âíåøíåé îáîëî÷êè.

24.2 Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå

Äðóãîé òèï èçëó÷åíèÿ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå ñâÿçàí ñî ñâîáîäíî-ñâîáîäíûìè ïåðåõîäàìè,
êîãäà êàê íà÷àëüíîå, òàê è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ íàõîäÿòñÿ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå.

Xz + e (ε) → Xz + e (ε1) + }ω
.

z, ε
z, ε1

z − 1, 0��������

����?��
��

(24.9)

Äðóãèìè ñëîâàìè ôîòîí èñïóñêàåòñÿ ïðè ïðîëåòå ýëåêòðîíà â ïîëå èîíà. Îòñþäà íàçâàíèå
- òîðìîçíîå èçëó÷åíèå. Ýòîò ïðîöåññ íàèáîëåå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðåäñòâàìè êëàñ-

ñè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà â Êóëîíîâîì ïîëå −z
r
ïîñëå

äåëåíèÿ íà }ω äàåò ñå÷åíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ σt (äëÿ ïåðåõîäà â åäèíè÷íûé èíòåðâàë
ýíåðãèé ε1):

σt =
π

1373
z2

εεω

[
πa20

]
(24.10)

(ïðè âûâîäå ñäåëàíû íåêîòîðûå ïðèáëèæåíèÿ, ñóùåñòâåííî óïðîùàþùèå ðåçóëüòàò). Ýòî ôîð-
ìóëà Êðàìåðñà äëÿ ñâîáîäíî-ñâîáîäíûõ ïåðåõîäîâ.

Åñëè óðîâåíü ε1 ïåðåìåñòèòü íèæå ãðàíèöû èîíèçàöèè â îáëàñòü äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, ïî-
ëó÷èì ñâîáîäíî-ñâÿçàííûé ïåðåõîä ε − n1, ò.å. ôîòîðåêîìáèíàöèþ. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñîîò-
âåòñòâèÿ ñå÷åíèÿ σt è σ1 äîëæíû íåïðåðûâíî ïåðåõîäèòü äðóã â äðóãà. Íóæíî òîëüêî ó÷åñòü,

÷òî σt îòíåñåíî ê åäèíè÷íîìó èíòåðâàëó ε1, à σ1 - ê îäíîìó óðîâíþ n1. Ïîñêîëüêó δε =
2z2

n3
δn,

èìååì

σr = σt
2πz4

1373n3
1εεω

, n1 → ∞ , ε→ 0

ò.å. ïîëó÷àåì ôîðìóëó (24.6).
Àíàëîãè÷íî, ïåðåìåùàÿ óðîâåíü ε â îáëàñòü äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, ïîëó÷èì ôîðìóëó Êðà-

ìåðñà äëÿ äèñêðåòíûõ (ñâÿçàííî-ñâÿçàííûõ) ïåðåõîäîâ (22.14).
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25 Ñòîëêíîâåíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ àòîìàìè è èîíàìè

25.1 Òèïû ñòîëêíîâåíèé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïåðåõîäèì ê ñòîëêíîâåíèÿì çàðÿæåííûõ (òî÷å÷íûõ) ÷àñòèö ñ àòîìàìè è
èîíàìè. Òàêèå ñòîëêíîâåíèÿ ìîãóò áûòü óïðóãèìè è íåóïðóãèìè. Ïðè íåóïðóãèõ ñòîëêíîâå-
íèÿõ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè àòîìà (ïåðåõîä íà äðóãîé óðîâåíü, èîíèçàöèÿ)
çà ñ÷åò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè íàëåòàþùåé ÷àñòèöû. Óïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ (ò.å. áåç èçìåíå-
íèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè àòîìà) îïðåäåëÿþò, íàïðèìåð, òåïëî- è ýëåêòðîïðîâîäíîñòü ïëàçìû
è ò.ï. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé, êîòîðûå íàèáîëåå âàæíû äëÿ
ñïåêòðîñêîïèè ïëàçìû. Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ñòîëêíîâåíèÿ ñ ýëåêòðîíàìè è ñ ”òÿæåëûìè” ÷à-
ñòèöàìè (ïðîòîíàìè, èîíàìè). Îáû÷íî ìû áóäåì ãîâîðèòü î ñòîëêíîâåíèÿõ ñ ýëåêòðîíàìè,
êîòîðûå, êàê ïðàâèëî (íî íå âñåãäà), èãðàþò â ïëàçìå îñíîâíóþ ðîëü.

Íåóïðóãèå ñòîëêíîâåíèÿ - ýòî â îñíîâíîì âîçáóæäåíèå è èîíèçàöèÿ:

a1 → a2 : X (a1) + e (E) → X (a2) + e (E −∆E)
E2 > E1 , ∆E = E2 − E1

Xz → Xz+1 : Xz (a) + e (E) → Xz+1 (a1) + e (E ′) + e (E”)
E ′ + E − E −∆E , ∆E = Ez (a)

(25.1)

ãäå E , E ′, E”- ýíåðãèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, Ez (a) - ýíåðãèÿ èîíèçàöèè àòîìà (èîíà) Xz ñ
óðîâíÿ a, ∆E - ïîðîãîâàÿ ýíåðãèÿ (E > ∆E) ðåàêöèé (25.1). Åñëè èîíèçàöèÿ ïðîèñõîäèò ñ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, îáû÷íî áóäåì ïèñàòü Ez áåç óêàçàíèÿ óðîâíÿ.

Îáðàòíûå ïðîöåññû:

a2 → a1 : X (a2) + e (E) → X (a1) + e (E +∆E)
Xz+1 → Xz : Xz+1 (a1) + e (E ′) + e (E”) → Xz (a) + e (E) (25.2)

Ïîñëåäíèé ïðîöåññ íàçûâàþò òðåõ÷àñòè÷íîé ðåêîìáèíàöèåé, â îòëè÷èå îò äâóõ÷àñòè÷íîé ðà-
äèàöèîííîé ðåêîìáèíàöèè (24.1). Ïðîöåññû (25.2), èäóùèå ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè ýëåêòðîíà,
íàçûâàþò ñòîëêíîâåíèÿìè II ðîäà, à ïðîöåññû (25.1) - ñòîëêíîâåíèÿìè I ðîäà.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ýëåêòðîí äî ðåàêöèè íàõîäèòñÿ â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå. Âåðîÿòíîñòü ïå-
ðåõîäà W ∼ Ne (äëÿ 3-÷àñòè÷íîé ðåêîìáèíàöèè ∼ N2

e ). Àòîìíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ
ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå σ - âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïðè åäèíè÷íîì ïîòîêå ýëåêòðîíîâ: W = Nevσ.
Âåëè÷èíà vσ èëè óñðåäíåííàÿ ïî Ìàêñâåëëîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ âåëè÷èíà ⟨vσ⟩ ,
íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñêîðîñòè ïðîöåññà (èëè ïðîñòî ñêîðîñòüþ ïðîöåññà).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïðàâèëî ”ïðÿìûå ïðîöåññû” - âîçáóæäåíèå è èîíè-
çàöèþ. σ è ⟨vσ⟩ äëÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ïðîöåññîâ ñâÿçàíû ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè (ñì.
ïîäðîáíåå íèæå).

26 Âîçáóæäåíèå àòîìîâ ýëåêòðîíàìè

Ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ àòîìàìè è èîíàìè èìååò ìåñòî îáû÷íîå ýëåêòðîñòà-
òè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå. Äëÿ ðàäèàöèîííûõ ïåðåõîäîâ (ñòîëêíîâåíèé ñ ôîòîíàìè) ïàðàìåòð
ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ e2/}c = 1/137 ≪ 1. Àíàëîãè÷íûé ïàðàìåòð äëÿ ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ e2/}v ∼ 1 ïðè òåïëîâûõ ñêîðîñòÿõ ýëåêòðîíîâ. Ïðè ýòîì òåîðèÿ
âîçìóùåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðèìåíèìà. Â òåîðèè ñòîëêíîâåíèé ðàçðàáîòàí ðÿä ìåòîäîâ âíå
òåîðèè âîçìóùåíèé. Îäíàêî âñå ýòè ìåòîäû âåñüìà ãðîìîçäêè è êàê ïðàâèëî íå óíèâåðñàëüíû
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è ìàëî íàãëÿäíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû îêàçàëîñü, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òåîðèÿ âîçìóùåíèé
äàåò êà÷åñòâåííî ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû è åå ïîãðåøíîñòü îáû÷íî â ðàìêàõ ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà
2. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî íå òàê, ÷àñòî ìîæíî óêàçàòü ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó è ñðàâíèòåëüíî
ïðîñòîé ïóòü ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íîãî ðåçóëüòàòà.

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü I ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé èëè åå ïðîñòûå
ìîäèôèêàöèè. Â òåîðèè ñòîëêíîâåíèé I ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíè-
åì Áîðíà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àòîì è âíåøíÿÿ ÷àñòèöà (ýëåêòðîí) èñõîäíî íå âîç-
ìóùàþò äðóã äðóãà è èõ âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïðè÷èíîé ïåðåõîäà â àòîìå. Äðóãèìè
ñëîâàìè, àòîì è âíåøíèé ýëåêòðîí îïèñûâàþòñÿ íåâîçìóùåííûìè âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè.

26.1 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ

Ìû íà÷íåì ñ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ââèäó åãî íàãëÿäíîñòè. Ïðè ýòîì âíåøíèé
ýëåêòðîí îïèñûâàåòñÿ êàê êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ ïî òðàåêòîðèè r (t). Â Áîðíîâ-
ñêîì ïðèáëèæåíèè ýòî ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

r2 = ρ2 + v2t2 = ρ2 + x2

- v

b
ρ

�
�
�
��r

x

(26.1)

ãäå ρ - ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå, v - ñêîðîñòü ýëåêòðîíà. Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíà ñ àòîìîì
îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ïîòåíöèàëîì

U (r) = −Zn

r
+
∑
i

1

|r (t)− ri|
(26.2)

Îòìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè U çàâèñèò îò x è ëèøü ïàðàìåòðè÷åñêè ñîãëàñíî (26.1) îò t. Â
ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ w (ρ) â àòîìå ìîæåò ïðîèçîéòè ïåðåõîä 1 → 2

w (ρ) = 1
~2

∣∣∣∣ ∞∫
−∞

U12e
iωtdt

∣∣∣∣2 = 1
~2v2

∣∣∣∣ ∞∫
−∞

U12 (x) exp
(
iωx
v

)
dx

∣∣∣∣2
2

1

6
∆E

ω = ∆E/~ , U12 = ⟨1 |U | 2⟩

(26.3)

Ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå âîçáóæäåíèÿ ïåðåõîäà 1 → 2 ðàâíî

σ = σ12 = 2π

∞∫
0

w (ρ) ρdρ (26.4)

Èç ôîðìóë (26.3,26.4) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñå÷åíèé.

1. Ïðè v → ∞ w, σ ∼ 1/v2, ò.ê. exp

(
iωx

v

)
→ 1.

Ïðè v → 0 w, σ → 0, ò.ê. exp

(
iωx

v

)
áûñòðî îñöèëëèðóåò.

Òàêèì îáðàçîì, σ (v) îáðàùàåòñÿ â 0 ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ. Îíî ïðîõîäèò ÷åðåç
ìàêñèìóì ïðè íåêîòîðîé ñêîðîñòè v = vm.
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2. Ñå÷åíèå âîçáóæäåíèÿ σ çàâèñèò îò ñêîðîñòè ÷àñòèöû, à íå îò åå ýíåðãèè (ìàññà â ôîðìóëó
(26.3) íå âõîäèò. Äëÿ ýëåêòðîíîâ ñêîðîñòü vm ñîîòâåòñâóåò ýíåðãèè Em ∼ (2− 4)∆E, à äëÿ
òÿæåëûõ ÷àñòèö (èîíîâ) Em â M/m, ò.å. ∼ 104 ðàç áîëüøå. Â ïëàçìå E & T è îáû÷íî Ti = Te, à
∆E ∼ T . Â ýòèõ óñëîâèÿõ ôàêòè÷åñêè òîëüêî ýëåêòðîíû îòâåòñòâåííû çà âîçáóæäåíèå àòîìîâ
è èîíîâ.

Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ïåðåõîäû ìåæäó î÷åíü áëèçêèìè óðîâíÿìè ñ ∆E ≪ T (íàïðè-
ìåð, ìåæäó êîìïîíåíòàìè òîíêîé ñòðóêòóðû), äëÿ êîòîðûõ âîçáóæäåíèå èîíàìè ìîæåò ñòàòü
ñóùåñòâåííûì.
3. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýíåðãèè ýëåêòðîíà E = mv2/2 < ∆E, âîçáóæäåíèå íåâîçìîæíî, ò.å.
äîëæíî áûòü σ = 0. Îäíàêî èç (26.3) ýòî íå ñëåäóåò - êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå
îïèñûâàåò ñêà÷îê ñêîðîñòè â ìîìåíò ïåðåõîäà.
4. Ïðè î÷åíü ñèëüíîì âçàèìîäåéñòâèè U12, w (ρ) â (26.3) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó âåðîÿòíîñòè: w 6 1. Ýòî ñëåäñòâèå I ïîðÿäêà òåîðèè âîçìó-
ùåíèé. Ïðè ñèëüíîì âçàèìîäåéñòâèè íóæíî îáðåçàòü w (ρ), íàïðèìåð, ïîëîæèâ w (ρ) = 1

2
ïðè

ρ < ρ0, ãäå ρ0 - ìàêñèìàëüíîå ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì w äîñòèãàåò - 1
2
.

26.2 Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìû íå ìîæåì îïèñûâàòü íàëåòàþùèé ýëåêòðîí äâèæóùèìñÿ ïî íåêî-
òîðîé òðàåêòîðèè. Âìåñòî ýòîãî ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü âîëíîâóþ ôóíêöèþ Ψ ñèñòåìû èç
àòîìà è âíåøíåãî ýëåêòðîíà. I ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé òåïåðü ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêèì
âîëíàì exp (ikr) äëÿ âíåøíåãî ýëåêòðîíà, à ñå÷åíèå âîçáóæäåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó
ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà:

σ ∼
∫
dk̂2

∣∣⟨eik1rψ1 |U | eik2rψ2

⟩∣∣2 (26.5)

ãäå ψ1 è ψ2 - âîëíîâûå ôóíêöèè àòîìà. Â îòëè÷èå îò êâàçèêëàññè÷åñêîé òåîðèè çäåñü ïåðåõîä
ñîâåðøàåò íå òîëüêî àòîì (èç ñîñòîÿíèÿ 1 â 2), íî è âíåøíèé ýëåêòðîí (èç k1 â k2). Ïðè ýòîì
èç ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò

k22 = k21 −∆E (26.6)

(â àò.åä. ñ åä. Ry äëÿ ýíåðãèè) è áåðåòñÿ èíòåãðàë ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà

dk̂2 = 2π sin (θ) dθ.
Ôîðìóëó (26.5) ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, ò.ê. èíòåãðàë ïî r â ìàòðè÷íîì ýëåìåíòå

âû÷èñëÿåòñÿ òî÷íî: ∫
eiqr

1

|r− r1|
dr =

4π

q2
eiqr1 , q = k1 − k2 (26.7)

Èç îïðåäåëåíèÿ q ñëåäóåò

q2 = k21 + k22 − 2k1k2 cos (θ) , dk̂2 =
2π

k1k2
qdq

Ïîäñòàâëÿÿ â (26.5) è ó÷èòûâàÿ íîðìèðîâêó âîëíîâûõ ôóíêöèé âíåøíåãî ýëåêòðîíà, ïîëó÷èì
ôîðìóëó Áîðíà:

σ =
8π

g1k21

k1+k2∫
k1−k2

dq

q3

∣∣∣∣∣
⟨
1

∣∣∣∣∣∑
i

exp (iqri)

∣∣∣∣∣ 2
⟩∣∣∣∣∣

2

(26.8)

Òàêæå êàê äëÿ ñèë îñöèëëÿòîðà ââåäåí ñòàòâåñ èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ g1 . Ïðåäåëû ïî q ñîîò-
âåòñòâóþò óãëàì ðàññåÿíèÿ 0 è π.
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Åñëè ìîæíî äîïóñòèòü qr ≫ 1 è ðàçëîæèòü exp (iqr), ïîëó÷èì äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå.
Ïðè ýòîì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò òîò æå, ÷òî è äëÿ ñèëû îñöèëëÿòîðà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ò.íàç. ôîðìóëó Áåòå:

σ =
8π

k21∆E
f12 ln

(
qmax

k1 − k2

)
(26.9)

Ïðè áîëüøèõ q ýêñïîíåíòà exp (iqr) â (26.8) áûñòðî îñöèëëèðóåò, è ýòà îáëàñòü äàåò ìàëûé
âêëàä â èíòåãðàë ïî q. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè áîëüøèõ qr ðàçëîæåíèå íåñïðàâåäëèâî. Ïîýòîìó
âåðõíèé ïðåäåë ïðè áîëüøèõ k ñëåäóåò ïîëîæèòü íå k1 + k2, à qmax ≃ 1/a1 ≃

√
E1, ãäå a1 -

ðàäèóñ îáîëî÷êè àòîìà â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè.
Äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî åñëè f12 ̸= 0, ò.å. ∆l = ±1. Åñëè ýòî

íå âûïîëíÿåòñÿ, ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü îáùóþ ôîðìóëó (26.8). Â ñëó÷àå ðàäèàöèîííûõ ïå-
ðåõîäîâ ïðè ∆l ̸= ±1 âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà íà 4 è áîëåå ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì äëÿ äèïîëüíîãî
ïåðåõîäà, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìàëîñòüþ ïàðàìåòðà e2/~c. Äëÿ ýëåêòðîí-àòîìíûõ ñòîëêíîâåíèé òà-
êîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà íåò. Ñå÷åíèÿ êâàäðóïîëüíûõ (è áîëåå âûñîêèõ) ïåðåõîäîâ îáû÷íî â
íåñêîëüêî ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ äèïîëüíûõ, íî ýòî îòëè÷èå â ðàçû, à íå íà ïîðÿäêè.

Ïðè íå ñëèøêîì ìàëûõ ∆E è ∆n > 1 çàâèñèìîñòü ñå÷åíèÿ îò ýíåðãèè óäîáíî çàïèñàòü â
ò.íàç. ïîðîãîâûõ åäèíèöàõ:

u = (E −∆E) /∆E (26.10)

Äëÿ èîíîâ ñî ñïåêòðîñêîïè÷åñêèì ñèìâîëîì z, u ∼ E/z2 ïðè u > 1. Ñå÷åíèå σ (u) äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè u = um ∼ 1.

Ïðè áîëüøèõ u, σ ∼ 1/u èëè (∆l = ±1) ∼ ln(u)/u. Â ìàêñèìóìå ñå÷åíèå

σm = σ (um) ∼ 1/∆E2 ∼ 1/z4 (26.11)

Ýòî â ÷àñòíîñòè ëåãêî âèäåòü èç ôîðìóëû Áåòå (26.9). Äëÿ ïåðåõîäîâ ñ ∆n ≫ 1 σm ∼ 1/n3.
Ïðè ∆l = ±1 ýòî îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì f12.

26.3 Ñå÷åíèÿ èîíèçàöèè

Ñå÷åíèÿ èîíèçàöèè
Xz (a) + e (E) → Xz+1 (a1) + e (E ′′) + e (E ′)

E ′ + E ′′ = E −∆E , ∆E = Ez
(26.12)

âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ñå÷åíèþ âîçáóæäåíèÿ (26.8). Àòîìíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ |l”E”⟩ îò-
íîñèòñÿ ê íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó è íîðìèðîâàíà íà δ (E − E ′′). Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì äèôå-
ðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå σ (E , E”) äëÿ åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà ýíåðãèé âûáèòîãî ýëåêòðîíà. Îáû÷íî
òðåáóåòñÿ ïîëíîå ñå÷åíèå èîíèçàöèè

σi (E) =
∑
l′′

∫ Em

0

σi (E , l′′E ′′) dE” , Em = E − Ez (26.13)

Âáëèçè âåðõíåãî ïðåäåëà Em âûáèòûé ýëåêòðîí çàáèðàåò ïî÷òè âñþ ýíåðãèþ íàëåòàþùå-
ãî ýëåêòðîíà, òàê ÷òî ýíåðãèÿ ðàññåÿííîãî ýëåêòðîíà E ′ îêàçûâàåòñÿ ìàëîé. Òàêèì îáðàçîì,
â ïðîöåññå èîíèçàöèè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ìåäëåííûì ýëåêòðîíîì äàæå ïðè áîëüøèõ
ýíåðãèÿõ íàëåòàþùåãî ýëåêòðîíà E . Ýòî çàòðóäíÿåò ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé, îäíàêî
âîçìîæåí ñëåäóþùèé âûõîä.

Òî÷íîå ñå÷åíèå èîíèçàöèè äîëæíî áûòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî E ′ è E ′′ ââèäó òîæäå-
ñòâåííîñòè ýëåêòðîíîâ. Ïîýòîìó âêëàäû â èíòåãðàë (26.13) îò èíòåðâàëîâ 0÷Em/2 è Em/2÷Em
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äëÿ òî÷íîãî σi äîëæíû áûòü îäèíàêîâû è ïåðâûé ïðåäïî÷òèòåëüíåå ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
âîçìóùåíèé, ò.ê. ñîîòâåòñòâóåò áîëüøîé ýíåðãèè ðàññåÿííîãî ýëåêòðîíà Em ÷ Em/2. Ìîæ-
íî ïîêàçàòü, ÷òî òîæäåñòâåííîñòü ýëåêòðîíîâ óäâàèâàåò áîðíîâñêîå ñå÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
îïòèìàëüíàÿ ôîðìóëà ñ èñïîëüçîâàíèåì áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

σi (E) = 2
∑
l′′

∫ Em/2

0

σi (E , l′′E ′′) dE ′′ , Em = E − Ez

Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ E σi ∼ ln E/E , ò.ê.â ñóììå ïî l′′ âñåãäà ïðèñóòñòâóåò ÷ëåí ñ ∆l = ±1.

Âáëèçè ïîðîãà σi ∼ (E − Ez)
3/2, îäíàêî ôàêòè÷åñêîå ïîâåäåíèå áëèæå ê σi ∼ (E − Ez).

26.4 Ïðèìåíèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà

Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå ìû èñïîëüçîâàëè âûøå, ÿâëÿåòñÿ I ïîðÿäêîì òåîðèè âîç-
ìóùåíèé ïî ïîòåíöèàëó âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñ àòîìîì. Îíî ïðèìåíèìî ïðè áîëüøèõ
ñêîðîñòÿõ ýëåêòðîíà, êîãäà ýòî âçàèìîäåéñòâèå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé.
Ñðåäíÿÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïîðÿäêà ýíåðãèè E0 îïòè÷åñêîãî ýëåêòðîíà àòîìà
íà îðáèòå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè

E ≫ |E0| (26.14)

Ôàêòè÷åñêè áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå, ââèäó åãî ïðîñòîòû, ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè âñåõ
ýíåðãèÿõ îò ïîðîãà ðåàêöèè. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáëàñòè ìàêñèìóìà
ñå÷åíèÿ (E ∼ k∆E, k = 2− 4), ïîãðåøíîñòü îáû÷íî íå ïðåâîñõîäèò ôàêòîð 1.5-2. Èñêëþ÷åíèå
ñîñòàâëÿþò ïåðåõîäû ìåæäó î÷åíü áëèçêèìè óðîâíÿìè.

26.5 Âîçáóæäåíèå è èîíèçàöèÿ èîíîâ

Ïðè íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèÿõ ýëåêòðîíîâ ñ èîíàìè Xz (z > 1) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äîïîë-

íèòåëüíûé ôàêòîð - Êóëîíîâî ïîëå ïðèòÿæåíèÿ
z − 1

r
. Ïîñêîëüêó ýòî ïîëå äàëüíîäåéñòâóþ-

ùåå ñ áåñêîíå÷íûì ðàäèóñîì, ýëåêòðîíû ïðèòÿãèâàþòñÿ äàæå ñ î÷åíü áîëüøèõ ðàññòîÿíèé,
óâåëè÷èâàÿ ýôôåêòèâíûé ïîòîê. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ îñîáåííî ñèëüíî âáëèçè ïîðîãà, êîãäà ñêî-
ðîñòü ðàññåÿííîãî ýëåêòðîíà ìàëà.

Äëÿ ó÷åòà ýòîãî ýôôåêòà íóæíî çàìåíèòü ïëîñêóþ âîëíó exp (ikr) íà Êóëîíîâñêóþ âîë-
íîâóþ ôóíêöèþ F (r,k) - ýòî Êóëîí-Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå. Âû÷èñëåíèÿ ïðè ýòîì ñèëüíî
óñëîæíÿþòñÿ, ò.ê. ïðåîáðàçîâàíèå (26.7) òåïåðü íåïðèãîäíî. Ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ò.íàç.
ïðåäñòàâëåíèå ïàðöèàëüíûõ âîëí, íà êîòîðîì ìû çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì. Äåòàëüíîå

ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ýôôåêò Êóëîíîâà ïîëÿ ∼
(
E
E ′

)1/2

ãäå E è E ′ - ýíåðãèè ýëåêòðîíà

äî è ïîñëå ðåàêöèè.

Ñå÷åíèå âîçáóæäåíèÿ íåéòðàëüíîãî àòîìà â ïîðîãå ðàâíî íóëþ
(
∼

√
E ′
)
. Ñå÷åíèå âîçáóæ-

äåíèÿ èîíà â ïîðîãå îòëè÷íî îò íóëÿ - îáû÷íî óáûâàåò ìîíîòîííî îò ïîðîãîâîãî çíà÷íèÿ σ0

(ðèñ.26.1) .
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Ðèñ. 26.1: Ñå÷åíèÿ âîçáóæåíèÿ [H] èîíîâ NaXI è HeII.

26.6 Ïåðåõîäû ñ èçìåíåíèåì ñïèíà (∆S = 1)

Ïîòåíöèàë U â ôîðìóëàõ (26.3,26.5) íå çàâèñèò îò ñïèíà. Ïîýòîìó â áîðíîâñêîì ïðèáëèæå-
íèè ñå÷åíèå äëÿ èíòåðêîìáèíàöèîííîãî ïåðåõîäà (ñ èçìåíåíèåì ñïèíà ∆S = 1) ðàâíî íóëþ.
Ïîäîáíûé ïåðåõîä îäíàêî âîçìîæåí çà ñ÷åò îáìåíà. Áëàãîäàðÿ òîæäåñòâåííîñòè ýëåêòðîíîâ
íàëåòàþùèé ýëåêòðîí ìîæåò ïîìåíÿòüñÿ ìåñòàìè ñ îïòè÷åñêèì è, åñëè èõ ñïèíû áûëè ïðî-
òèâîïîëîæíû, ñïèí àòîìà èçìåíèòñÿ íà 1. Ñå÷åíèå òàêîãî ïåðåõîäà íå ñîäåðæèò ìàëîãî ïàðà-
ìåòðà. Ýòèì îíî ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ðàäèàöèîííîãî ïåðåõîäà, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî
â (137/z)2 ðàç ìåíüøå, ÷åì ïðè ∆S = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî â ôîðìóëå (26.5) çàìåíèòü ïðî-
èçâåäåíèå exp (ikr)ψ (r1) íà ñèììåòðè÷íóþ èëè àíòèñèììåòðè÷íóþ (â çàâèñèìîñòè îò ñïèíà)
êîìáèíàöèþ. Ïîëó÷èì ò.íàç. ìåòîä Áîðíà-Îïïåíãåéìåðà (ÁÎ). Ê ñîæàëåíèþ, ïîãðåøíîñòü
ìåòîäà ÁÎ â îáëàñòè ìàêñèìóìà ñå÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò íå 1.5-2 ðàçà, à ÷àñòî 10-20 ðàç. Ïðåäëà-
ãàëèñü ðàçíûå ïðè÷èíû òàêîãî äåôåêòà è ïóòè åãî óñòðàíåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, Î÷êóð ïðåäëîæèë
â ðàçëîæåíèè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ïî ñòåïåíÿì 1/E îïóñòèòü âñå ÷ëåíû êðîìå ïåðâîãî. Äåé-
ñòâèòåëüíî ïðè áîëüøèõ E ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà íåñóùåñòâåííû, à ïðè ìàëûõ E îíè
ñòàíîâÿòñÿ îñíîâíûìè, ÷òî ôèçè÷åñêè íåðàçóìíî.

Ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì 1/E íåòðóäíî îñóùåñòâèòü äëÿ ñëó÷àÿ íåéòðàëüíûõ àòîìîâ, êîãäà
íàëåòàþùèé ýëåêòðîí îïèñûâàåòñÿ ïëîñêîé âîëíîé exp (ikr). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñíîâà
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q−ïðåäñòàâëåíèå è ñå÷åíèå â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé (26.8):

σOch (∆S = 1) =
8π

g1k21

k1+k2∫
k1−k2

dq

q3

∣∣∣∣∣ q2k21
⟨
1

∣∣∣∣∣∑
i

exp (iqr)

∣∣∣∣∣ 2
⟩∣∣∣∣∣

2

(26.15)

Êàê âèäíî, ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ E = k21 ñå÷åíèå âîçáóæäåíèÿ ñ èçìåíåíèåì ñïèíà ∼ 1/E3,
ò.å. óáûâàåò ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì ñå÷åíèå ñ ∆S = 0 (∼ 1/E).

Îáìåí ñëåäóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ó÷èòûâàòü è äëÿ ïåðåõîäîâ áåç èçìåíåíèÿ ñïèíà ∆S = 0. Â
îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïåðåõîäà(

γpSpLp

)
n1l1S1L1 →

(
γpSpLp

)
n2l2S2L2

σBOch =
8π

g1k21

k1+k2∫
k1−k2

dq
q3
B (q) |⟨1 |

∑
i exp (iqr)| 2⟩|

2

B (q) = δ (S1, S2)

(
1− q2

k21

)
+

2S2 + 1

2 (2Sp + 1)

q4

k41

(26.16)

Åñëè∆E ∼ |E1|, âáëèçè ïîðîãà ðîëü îáìåíà ìîæåò îêàçàòüñÿ âåñüìà ñóùåñòâåííîé. Ïðè∆E ≪
|E1|, à òàêæå âñåãäà ïðè áîëüøèõ E , ðîëü îáìåíà äëÿ ∆S = 0 íåâåëèêà.

Ê ñîæàëåíèþ, ìåòîä Î÷êóðà íå óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü â ðàçóìíîé ôîðìå íà ñëó÷àé âîç-
áóæäåíèÿ èîíîâ. Áûëà ïðåäëîæåíà äðóãàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ÁÎ, ïðèìåíèìàÿ è äëÿ èîíîâ
- ò.íàç. ìåòîä îðòîãîíàëèçîâàííûõ ôóíêöèé. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëå-
íèå ïàðöèàëüíûõ âîëí, ôîðìóëû áîëåå ñëîæíû, è ìû èõ ïðèâîäèòü íå áóäåì.

26.7 Ïîãðåøíîñòü òåîðèè I ïîðÿäêà

Äëÿ ”îáû÷íûõ” ïåðåõîäîâ:
- èç îñíîâíîãî è ïåðâûõ âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé,
- ïðè íå î÷åíü ìàëûõ ∆E (íàïðèìåð, ∆n > 0)
- ïðè ∆S = 0, z = 1− 4

ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ Áîðíà (z = 1) èëè Êóëîí-Áîðíà (z > 1) îáû÷íî â ïðåäåëàõ ôàêòîðà1.5-
2, ïðè÷åì êàê ïðàâèëî òåîðèÿ äàåò çàâûøåííûé ðåçóëüòàò. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñ ðîñòîì z
òî÷íîñòü ðàñòåò, íî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ áîëüøèõ z ñëèøêîì ìàëî. Ðàçóìååòñÿ, ãî-
âîðÿ î ïîãðåøíîñòè, ìû èìååì â âèäó îáëàñòü íåáîëüøèõ ýíåðãèé âáëèçè ïîðîãà è ìàêñèìóìà
ñå÷åíèÿ. Ïðè áîëüøèõ E òåîðèÿ âîçìóùåíèé I ïîðÿäêà äàåò ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò (åñëè íå
ñ÷èòàòü ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ñëîæíîãî àòîìà).

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîãðåøíîñòü òåîðèè ìîæåò áûòü áîëüøå ”îáû÷íîé”. Â ÷àñòíîñòè:
1. Ñ ðîñòîì âçàèìîäåéñòâèÿ σI (I ïîðÿäîê) ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî, òàê ÷òî ïîòîê ðàññå-

ÿííûõ ýëåêòðîíîâ ìîæåò áûòü áîëüøå ïàäàþùåãî ïîòîêà, ÷òî ôèçè÷åñêè áåññìûñëåííî. Ýòî
íàçûâàåòñÿ íàðóøåíèåì íîðìèðîâêè (óíèòàðíîñòè S−ìàòðèöû) è îáû÷íî èìååò ìåñòî äëÿ
ìàëûõ ∆E ïðè ∆l = ±1. Ïðè ýòîì σI îêàçûâàåòñÿ çàâûøåííûì áîëåå, ÷åì â 2 ðàçà.

2. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ êâàäðóïîëüíûõ ïåðåõîäîâ âáëèçè ïîðîãà II ïîðÿäîê ñ äâó-
ìÿ äèïîëüíûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå I ïîðÿäêà. Ýòî ïåðåõîä
÷åðåç (âèðòóàëüíûé) ïðîìåæóòî÷íûé óðîâåíü, íàïðèìåð, äëÿ àòîìà Na I : ⟨3s|V |3d⟩, II :
⟨3s|V |3p⟩ ⟨3p|V |3d⟩. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ σI â îòëè÷èå îò ”îáû÷íîé” ïîãðåøíîñòè îêàçûâàåòñÿ
çàíèæåííûì.
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27 Ñêîðîñòü âîçáóæäåíèÿ è âçàèìíî îáðàòíûå ïðîöåññû

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, â ïëàçìå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé â 1 ñ àòîìà (èîíà) ñ ýëåêòðîíàìè, ïðèâî-
äÿùèõ ê ïåðåõîäó 1 → 2, ðàâíî

Ne ⟨vσ12⟩ [s−1] ,

ãäå Ne - ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ. Âåëè÷èíà

⟨vσ12⟩ =
∞∫

∆E

vσ12 (E)F (E) dE (27.1)

íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñêîðîñòè âîçáóæäåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ â ïðîöåññå âîçáóæäåíèÿ ó÷àñò-
âóþò ëèøü ýëåêòðîíû ñ ýíåðãèåé E > ∆E. Â îáðàòíîì ïðîöåññå - òóøåíèè âîçáóæäåíèÿ (ñ
ïåðåäà÷åé âíóòðåííåé ýíåðãèè àòîìà ýëåêòðîíó) ìîãóò ó÷àñòâîâàòü âñå ýëåêòðîíû, ò.å. äëÿ
⟨vσ21⟩ íèæíèé ïðåäåë â (27.1) ðàâåí 0. Íàèáîëåå ÷àñòî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì
- Ìàêñâåëëîâñêîå:

F (E) dE =
2√
π
exp

(
−E
T

)
E1/2dE
T 3/2

(27.2)

Â ñòàöèîíàðíîé ïëàçìå, íàõîäÿùåéñÿ â ëîêàëüíîì òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè (ËÒÐ),
âûïîëíÿåòñÿ Ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ è ñîîòíîøåíèå äåòàëüíîãî
áàëëàíñà:

g1 ⟨vσ12⟩ = g2 ⟨vσ21⟩ exp
(
−∆E

T

)
(27.3)

ãäå g - ñòàò. âåñ ñîñòîÿíèÿ i. Ïîäñòàâëÿÿ (27.1,27.2), ïîëó÷èì

g1

∞∫
∆E

σ12 (E) EdE = g2

∞∫
0

σ21 (E) EdE exp

(
−∆E

T

)

Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

g1

∞∫
0

σ12 (E +∆E) (E +∆E) dE exp

(
−∆E

T

)

Ðàâåíñòâî èíòåãðàëîâ èìååò ìåñòî ïðè ëþáîé òåìïåðàòóðå T , ïîýòîìó äîëæíû áûòü ðàâíû
ïîäèíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ:

g1σ12 (E +∆E) (E +∆E) = g2σ21 (E) E exp

(
−∆E

T

)
(27.4)

Ôîðìóëà (27.4) äàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñå÷åíèÿìè âçàèìíî îáðàòíûõ ïðîöåññîâ - âîçáóæ-
äåíèÿ è òóøåíèÿ. Õîòÿ â íà÷àëå âûâîäà ïðåäïîëàãàëîñü ËÒÐ â ïëàçìå, êîíå÷íûé ðåçóëüòàò
íå çàâèñèò îò ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, ò.ê. ñîäåðæèò òîëüêî àòîìíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ôîðìó-
ëà (27.4) íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Êëåéíà-Ðîññåëàäà. Ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ îíî ñâîäèòñÿ
ïðîñòî ê

g1σ12 (E) = g2σ21 (E) , E ≫ ∆E (27.5)
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Äëÿ ñå÷åíèé èîíèçàöèè z → z + 1 è îáðàòíîãî ïðîöåññà - òðåõ÷àñòè÷íîé ðåêîìáèíàöèè,
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå, àíàëîãè÷íîå (27.3):

gz ⟨vσi⟩ = gz+1κrS exp

(
−Ez

T

)
, κr = ⟨⟨v′v′′σr⟩⟩ , S = 2

(
mT

2π~2

)3/2

(27.6)

Ez - ýíåðãèÿ èîíèçàöèè, à S èãðàåò ðîëü ñòàò. âåñà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà (÷èñëî ÿ÷ååê ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ïðè åäèíè÷íîé ïëîòíîñòè). Âåëè÷èíà S íàçûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì Ñàõà.

κr ñîäåðæèò äâîéíîå óñðåäíåíèå ïî ýíåðãèÿì äâóõ ýëåêòðîíîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåêîìáèíà-
öèè. Ýòî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîìó (èíòåãðàëüíîìó) ñîîòíîøåíèþ ìåæäó σi è
σr. Äëÿ ïðèëîæåíèé íàèáîëåå âàæíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ⟨vσi⟩ è κr.

28 Äèýëåêòðîííàÿ ðåêîìáèíàöèÿ

Âûøå óïîìèíàëèñü äâà ïðîöåññà ðåêîìáèíàöèè:

Xz+1 + e (E) + e (E ′′) → Xz + e (E ′) (3-÷àñòè÷.)
Xz+1 + e (E) → Xz + e (E ′) + ~ω (ðàäèàö.)

(28.1)

Âòîðàÿ ÷àñòèöà (ýëåêòðîí, ôîòîí) â ïðàâîé ÷àñòè íåîáõîäèìà, ÷òîáû óíåñòè ýíåðãèþ E +
|En|, îñâîáîäèâøóþñÿ ïðè çàõâàòå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà íà óðîâåíü n. Ïîýòîìó ðåêîìáèíàöèÿ
Xz+1 + e (E) → Xz çàïðåùåíà, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ðåçîíàíñíîãî ïðîöåññà, êîãäà ñïðàâà è
ñëåâà ýíåðãèÿ îäèíàêîâà. Òàêèì ïðîöåññîì ÿâëÿåòñÿ äèýëåêòðîííàÿ ðåêîìáèíàöèÿ (íèæå DR),
ïðè êîòîðîé ýíåðãèÿ E + |En| óõîäèò íà âîçáóæäåíèå èîíà Xz+1. Íàïðèìåð Ca+ (4s) + e →
Ca (4pnl). Â îáùåì ñëó÷àå èìååì:

Xz+1 (a0) + e (E) → X∗∗
z (an) , E = En = ∆E − z2

n2Ry

X∗∗
z (an) →

{
X∗

z (a0n) + ~ω
Xz+1 (a0) + e (E) , ∆E = Ea − Ea0

(28.2)

Àòîì Xz(an) â äâàæäû âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè ìîæåò èñïûòàòü àâòîèîíèçàöèþ (ò.å. âåð-
íóòüñÿ â ñîñòîÿíèå Xz+1 (a0)) èëè ïåðåéòè â áîëåå íèçêîå ”óñòîé÷èâîå” (ïî îòíîøåíèþ ê àâòî-
èîíèçàöèè) ñîñòîÿíèå X∗

z (a0n), èñïóñòèâ ôîòîí. Òîëüêî ýòîò ïîñëåäíèé ïðîöåññ îçíà÷àåò, ÷òî
ðåêîìáèíàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ïðîèçîøëà. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü DR âêëþ÷àåò ôàêòîð âåòâëå-
íèÿ:

κDR (a0, anl) = κcap
A (anl, a0nl)

A (anl) +W a (anl)
,

ãäå κcap - âåðîÿòíîñòü I ýòàïà - çàõâàòà ýëåêòðîíà íà óðîâåíü nl ñ îäíîâðåìåííûì âîçáóæäå-
íèåì a0 − a èîíà. Êàê âèäíî èç (28.2) çàõâàò ýëåêòðîíà è àâòîèîíèçàöèÿ - âçàèìíî îáðàòíûå
ïðîöåññû, ò.å. èõ âåðîÿòíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíû îäíà äðóãîé. Ïîýòîìó

κDR (a0, anl) ∼ g (anl)W a (anl, a0)
A (anl, a0nl)

A (anl) +W a (anl)
. (28.3)

Â çíàìåíàòåëå ñòîÿò ïîëíûå âåðîÿòíîñòè ðàäèàöèîííîãî è àâòîèîíèçàöèîííîãî ðàñïàäîâ, âêëþ-
÷àÿ âîçìîæíûå äðóãèå êàíàëû, êðîìå óêàçàííûõ â (28.2). Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû ó÷èò-
âàòü èõ íå áóäåì, à òàêæå ïîëîæèì A(anl) = A(a), ò.å. ïðåíåáðåæåì âëèÿíèåì ”ýëåêòðîíà-
çðèòåëÿ” nl íà ðàäèàöèîííûé ïåðåõîä. Òîãäà

κDR (a0, anl) ∼ g (anl)
W a (anl)A (a, a0)

A (a) +W a (anl)
(28.4)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàõâàò ýëåêòðîíà â (28.2) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàïîëÿöèåé ïðîöåññà âîçáóæ-
äåíèÿ èîíà

Xz+1 (a0) + e (E) → Xz+1 (a) + e (E ′)

â äîïîðîãîâóþ îáëàñòü E ′ < 0, E < ∆E. Ïîñêîëüêó çàõâàò ïðîèñõîäèò íà äèñêðåòíûé óðî-
âåíü nl, çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè îò ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ðåçîíàíñîâ ïðè
E = En, óäîâëåòâîðÿþùèõ (28.2). Åñëè óñðåäíèòü ïî èíòåðâàëàì, âêëþ÷àþùèì íåñêîëüêî ðåçî-
íàíñîâ, òî ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ ýêñòðàïîëÿöèþ σ (a0 − a) â äîïîðîãîâóþ îáëàñòü (ðèñ. 28.1).
Âåðîÿòíîñòü çàõâàòà â èíòåðâàë ýíåðãèè δE ïðîïîðöèîíàëüíà σth (a0 − a) δE, à âåðîÿòíîñòü

çàõâàòà íà äàííûé óðîâåíü ∼ σth (a0 − a)
z2

n3
, ãäå σth - ñå÷åíèå âîçáóæäåíèÿ â ïîðîãå.

Ïðèìåì, íàêîíåö, âî âíèìàíèå, ÷òî ñêîðîñòü çàõâàòà ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó ýëåêòðîíîâ
ñ ýíåðãèåé En, ò.å. ∼ F (En) ∼ T−3/2 exp (−En/T ), ãäå F (E) - Ìàêñâåëëîâñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,

κDR (a0, anl) ∼ exp(−∆E/T )

T 3/2

∑
nl

g (anl) Wa(anl)A(a,a0)
A(a)+Wa(anl)

eδ

∼ exp(−∆E/T )

T 3/2

∑
nl

g (anl)
A (a, a0)

1 + (n/ns)
3 e

δ

n3
s =

W a (anl)n3

A (a)
, δ =

En
T

=
z2Ry

n2T

(28.5)

ns ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò n . Ïðè íåáîëüøèõ z A≪ W a, ns ≫ 1 è îñíîâíîé âêëàä â ñóììó
ïî n äàþò ñëàãàåìûå ñ n . ns, ïðè÷åì âñå îíè ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû (ïðè äàííîì l). Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî âêëàä êàæäîãî ìåíüøå èëè ïîðÿäêà ñêîðîñòè ôîòîðåêîìáèíàöèè (28.1). Îäíàêî
ñóììàðíàÿ DR ÷àñòî ïðåâîñõîäèò ôîòîðåêîìáèíàöèþ.

29 Appendix A. 3j- è 6j-ñèìâîëû

Ïðåîáðàçîâàíèå îò ñõåìû j1j2m1m2 ê ñõåìå j1j2jm, ãäå j = j1 + j2, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäîíà:

|j1j2jm⟩ =
∑
m1m2

(j1j2jm|j1j2m1m2) |j1m1⟩ |j2m2⟩ (29.1)

3j-ñèìâîëû ïî÷òè íå îòëè÷àþòñÿ îò êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäîíà:(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
= (−1)j1−j2−m3

1

(2j1 + 1)1/2
(j1j2j3 −m3|j1m1j2m2) (29.2)

Òàêîå îïðåäåëåíèå äåëàåò âñå òðè ïàðû ìîìåíòîâ jimi â 3j-ñèìâîëå ýêâèâàëåíòíûìè. Ïðè
ïåðåñòàíîâêå ëþáîé ïàðû ìåíÿåòñÿ ôàçà:(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
= (−1)j1+j2+j3

(
j1 j3 j2
m1 m3 m2

)
(29.3)

Èç óíèòàðíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøà-Ãîðäîíà ñëåäóþò ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìè-
ðîâêè 3j-ñèìâîëîâ:∑

m1m2

(2j3 + 1)

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)(
j1 j2 j′3
m1 m2 m′

3

)
= δj3j′3δm3m′

3∑
j3m3

(2j3 + 1)

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)(
j1 j2 j3
m′

1 m′
2 m3

)
= δm1m′

1
δm2m′

2

(29.4)
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3j-ñèìâîëû îòëè÷íû îò 0 òîëüêî äëÿ öåëûõ è ïîëóöåëûõ ji, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðàâèëó òðå-
óãîëüíèêà:

∆(j1j2j3) : j1 + j2 > j3 , |j1 − j2| < j3 , ... , j1 + j2 + j3 − integer (29.5)

Òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò òåì æå ñîîòíîøåíèÿì ñ ëþáîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ. Åñëè îäíî èç j
ðàâíî 0, èìååì: (

j1 0 j3
m1 0 m3

)
= (−1)j1−m1

1

(2j1 + 1)1/2
δj1j3δm1m3 (29.6)

Â ðàñ÷åòàõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ 3j-ñèìâîëû âèäà

(
j1 j2 j3
0 0 0

)
. Ýòîò ñèìâîë îòëè÷åí îò 0, åñëè

j1 + j2 + j3 - ÷åòíîå. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

⟨l1m1 |Yκµ| l2m2⟩ = (−1)µ
[l1l2κ]

4π

(
l1 l2 κ
m1 m2 µ

)(
l1 l2 κ
0 0 0

)
[l1l2κ] = ((2l1 + 1)(2l2 + 1)(2κ+ 1))1/2

(29.7)

6j-cèìâoë

{
j1 j2 j3
l1 l2 l3

}
âîçíèêàåò ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ñõåìû ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ:

|j1j2 (J12) j3JM⟩ =
∑
J13

(−1)−J12−J13−j3−j2 [J12J13]

{
J12 j3 J
J13 j2 j1

}
|j1j3 (J13) j2JM⟩ (29.8)

Ðàçëàãàÿ âåêòîðû ñîñòîÿíèé â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ (29.8) ñîãëàñíî (29.1),(29.2) è èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèÿ (29.4), ïîëó÷èì:{

j1 j2 j3
l1 l2 l3

}
=

∑
m1m2m3
µ1µ2µ3

(−1)l1+l2+l3+µ1+µ2+µ3 · (29.9)

·
(

j1 j2 j3
m1 m2 m3

)(
j1 l2 l3
m1 µ2 µ3

)(
l1 j2 l3
µ1 m2 µ3

)(
l1 l2 j3
µ1 µ2 m3

)
6j-ñèìâîë äîïóñêàåò ïåðåñòàíîâêè ëþáûõ ñòîëáöîâ è ëþáîé ïàðû ìîìåíòîâ â äâóõ ñòðîêàõ:{

j1 j2 j3
l1 l2 l3

}
=

{
j1 j3 j2
l1 l3 l2

}
=

{
j1 l2 l3
l1 j2 j3

}
= ... (29.10)

6j-ñèìâîë îòëè÷åí îò 0 òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè ïðàâèë òðåóãîëüíèêîâ

∆(j1j2j3) , ∆(j1l2l3) , ∆(l1j2l3) , ∆(l1l2j3) , (29.11)

Ïðè íàëè÷èè îäíîãî íóëÿ 6j-ñèìâîë âûðàæàåòñÿ ïðîñòîé ôîðìóëîé:{
j1 j2 j3
0 l2 l3

}
= (−1)j1+j2+j 1

[j2j3]
δj2l3δl2j3 (29.12)
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