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ВЫВОД УРАВНЕНИЙ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ МЕХАНИКИ НА ОСНОВЕ  
РЕЗОНАНСНОГО УСЛОВИЯ ДЛЯ МОД 4-МЕРНОГО  

ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО РЕЗОНАТОРА  

А Н Н О Т А Ц И Я  

Показано, что уравнения релятивистской механики можно вывести на основе 
представления о пространстве с дополнительным «сплюснутым» четвертым из-
мерением и на основе резонансного условия для мод 4-мерного плоскопарал-
лельного резонатора, представляющего собой простейшую модель такого про-
странства. Дана наглядная геометрическая интерпретация уравнений реляти-
вистской механики.  

 

E.P.Orlov  

DERIVATION OF EQUATIONS FOR RELATIVISTIC  
MECHANICS ON THE BASIS OF RESONANCE CONDITION FOR MODES OF  

FOUR-DIMENSIONAL CAVITY WITH PLANE-PARALLEL MIRRORS  

A B S T R A C T  

A possibility has been shown to derive the equations for relativistic mechanics on the 
basis of a concept of a space with adding a “flattened” fourth dimension and the reso-
nance condition for the modes of four-dimensional cavity with plane parallel mirrors. 
The cavity represents the simplest model of such a space. Demonstrable geometric in-
terpretation of the equations for relativistic mechanics is given.  
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Введение  

Уравнения релятивистской механики, впервые полученные Пуанкаре [1], 
выводятся на основании гипотезы о псевдоевклидовости пространства-времени. 
Этот вывод широко известен, см., например, [2], и нет необходимости на нём 
останавливаться.  

В данной работе предлагается другой подход, основанный на предположе-
нии о дополнительном сильно «сплюснутом» пространственном измерении. 
Идея о дополнительном пространственном измерении была выдвинута в работах 
Калуцы [3] и Клейна [4] и обсуждалась во многих работах, см., например, [5 - 7]. 
В настоящее время идея дополнительных пространственных измерений интен-
сивно обсуждается в связи с разработкой теории струн [8] и космологии мира на 
бране [10].  

Простейшей моделью 4-мерного мира с сильно «сплюснутым» одним из 
четырёх измерений может служить 4-мерный плоскопараллельный резонатор с 
однородной, изотропной средой, не обладающей дисперсией скорости распро-
страняющихся в ней волн. Зеркала резонатора предполагаются обладающими 
тем свойством, что коэффициент отражения от них прямой и обратной волн, об-
разующих моду с некоторым продольным индексом, не зависит от поперечных 
индексов моды. Подчеркнём, что когда говорится о коэффициенте отражения не 
равном единице, то речь идёт не о потерях излучения, а о трансформации моды с 
заданным продольным индексом в моды с другими продольными индексами. 
При этом, как сказано выше, предполагается, что коэффициент трансформации 
не зависит от поперечных индексов моды.  

При неограниченности резонатора множество поперечных индексов явля-
ется множеством мощности континуума и может быть охарактеризовано углом 
между волновыми векторами прямой или обратной волн, образующих моду, и 
осью резонатора, то есть линией перпендикулярной зеркалам.  

В работах [10, 11] было показано, что свойства пространственно-
временного многообразия Минковского могут быть выведены из законов рас-
пространения волн в таком резонаторе. Мода, волны которой распространяются 
перпендикулярно зеркалам резонатора, то есть вдоль его оси, рассматривается 
как покоящаяся. Если волны, образующие моду, распространяются под углом к 
оси резонатора, то, такая мода рассматривается как движущаяся со скоростью 

sincV  , где   - угол между волновым вектором прямой волны и осью резо-

натора, c  - скорость распространения волн в резонаторе.  



4 
 

С помощью отображения прямых и обратных волн мод резонатора на всё 
пространство справа и слева от резонатора эти волны можно заменить одной эк-
вивалентной волной, распространяющейся либо в сторону положительного 
направления оси координат связанной с дополнительным измерением, либо в 
сторону противоположного направления. В данной работе рассматривается эк-
вивалентная волна, распространяющаяся в сторону положительного направле-
ния указанной оси, что отвечает положительным решениям релятивистских вол-
новых уравнений (Клейна, Фока, Гордона, Дирака и т.д.) [12].  

С помощью такого отображения волн в [10, 11] введено понятие евклидова 
пространства событий. Его спецификой является то, что системы координат в 
нём являются косоугольными. Пространственные координаты системы отсчёта, 
связанной с неподвижной модой определяются как проекции точки рассматри-
ваемого пространства на фазовую поверхность эквивалентной волны покоящей-
ся моды. Аналогично определяются пространственные координаты системы от-
счёта связанной с движущейся модой. В случае, когда пространство внутри ре-
зонатора однородно и изотропно пространственные оси покоящейся или дви-
жущейся системы отсчёта, отвечающие этим координатам, для не взаимодей-
ствующих друг с другом мод представляют собой прямые линии ортогональные 
друг другу.  

Косоугольность возникает тогда, когда к пространственным осям добавля-
ется временная ось. Дело в том, что разные поперечные моды с одинаковым 
продольным индексом в силу указанного выше свойства зеркал резонатора 
уменьшают свою амплитуду в одно и то же число раз при одинаковом числе от-
ражений образующих их волн от зеркал резонатора. При этом эквивалентные 
волны отвечающие модам с различными поперечными индексами проходят пути 
разной длины до точки рассматриваемого пространства, где их ослабление до-
стигает заданной величины. Это позволяет ввести временные координаты этой 
точки через соответствующие длины путей, которые прошли волны. При этом 
время жизни движущейся моды оказывается больше, чем время жизни покоя-
щейся моды в соответствии с известной формулой теории относительности [13].  

В случае, когда пространство внутри резонатора однородно, изотропно и 
нет дисперсии скоростей волн, для невзаимодействующих друг с другом мод 
оси, отвечающие этим координатам, представляют собой прямые линии перпен-
дикулярные плоским фазовым поверхностям эквивалентных волн. Для каждой 
пары мод эти оси лежат в плоскости волновых векторов волн этих мод. Важно 
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отметить то, что временная ось системы отсчёта связанной с неподвижной мо-
дой ортогональна фазовой поверхности эквивалентной волны движущейся мо-
ды, а временная ось системы отсчёта связанной с движущейся модой перпенди-
кулярна фазовой поверхности эквивалентной волны неподвижной моды. Вслед-
ствие этого системы координат связанные как с неподвижной, так и с движу-
щейся модой оказываются косоугольными [11].  

В [10, 11] частица определённой массы покоя ассоциируются с модой ре-
зонатора с фиксированным продольным индексом. Движущаяся частица ассоци-
ируется с модой того же продольного индекса, но с отличными от нуля попереч-
ными индексами.  

При описанном выше подходе для формирования понятий и выводов тео-
рии относительности нет необходимости использовать второй постулат 
А.Эйнштейна, либо принимать гипотезу о псевдоевклидовости пространства-
времени. В предположении однородности и изотропности пространства внутри 
резонатора и отсутствии дисперсии скорости, распространяющихся в нём волн, а 
также независимости коэффициента трансформации моды от её поперечных ин-
дексов этот постулат и гипотеза о псевдоевклидовости являются следствием ре-
зонансного условия для волн, образующих моды резонатора.  

 

2. Вывод уравнений  

Рассмотрим геометрический образ 4-мерного евклидова пространства со-
бытий, рис.1. Ось s  соответствует дополнительному четвёртому измерению. 
Она же совпадает с осью резонатора. Длину резонатора, то есть расстояние меж-
ду его зеркалами обозначим буквой L . Пространственные оси 3-мерного про-

странства обозначим как обычно zyx ,, .  

В силу правил начертательной геометрии многомерных пространств [14] 
проекция точки 4-мерного пространства на трёхмерное пространство представ-
ляет собой точку 3 мерного пространства с некоторым радиус вектором r , 
рис.1,a. Тогда проекция 4-мерного вектора R  на ось s  изобразится вектором 

0R . Ось времени системы отсчёта связанной с неподвижной модой, которую 

обозначим, как ctl   будет направлена вдоль вектора R , а временная ось систе-
мы отсчёта связанной с движущейся модой и обозначаемая как tcl   будет 

направлена вдоль вектора 0R , то есть вдоль s . 
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Рис.1.  
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Аналогичным образом изображается 4-мерный волновой вектор K  экви-
валентной волны моды  и его проекция k  на трёхмерное пространство, а также 

его проекция 0K  на ось s , рис.1,b. Маленькие ромбики означают, что отмечен-

ные ими углы является прямыми.  
Будем рассматривать моды с различными поперечными индексами, но с 

фиксированным продольным индексом. Ввиду того, что поперечные размеры 
резонатора неограниченны поперечные индексы моды принимают непрерывный 
ряд значений, которые можно связать с направляющими косинусами углов меж-
ду линией, вдоль которой направлен волновой вектор эквивалентной волны, от-
вечающей данной моде, и осями координат 4-мерного евклидова пространства 
событий, см. рис.1,b. Трёхмерная составляющая волнового вектора  

 zzyyxxK  coscoscos eeek  ,  (1)  

где xcos , ycos , zcos  – направляющие косинусы вектора k , KK . Вместе 

с cos  они образуют направляющие косинусы 4-мерного вектора K  в евклидо-

вом 4-мерном пространстве событий, причём, как обычно [15],  

1coscoscoscos 2222   zyx .  (2)  

На рис1,c пространственные оси системы отсчёта связанной с неподвиж-
ной модой повёрнуты так, чтобы ось z  была направлена вдоль вектора k , а оси 

x  и y  были перпендикулярны оси s . При этом 0coscos  yx   и 

 22 sincos z . В этом случае многие задачи кинематики теории относитель-

ности и квантовой электродинамики наглядно интерпретируются на двумерной 
евклидовой плоскости с косоугольными системами координат, связанными с по-
коящейся и движущейся модами [16 - 19]. Но в данной работе мы не будем при-
бегать к этому упрощению.  

В дальнейшем нам понадобятся синусы углов между линией, вдоль кото-
рой направлены волновые вектора прямой и обратной волн, образующих данную 
продольную моду, и перпендикулярами, опущенными из точки на этой линии на 

пространственные оси координат: xsin , ysin , zsin , рис.1,b. Так как 

xx  cossin  , yy  cossin  , zz  cossin  , то 

1cossinsinsin 2222   zyx  и  2222 sinsinsinsin  zyx . Мо-

дуль 2
0

2 KK  kK , а 
K

kx
x sin , 

K

k y
y sin , 

K

kz
z sin .  
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Условие резонанса по продольному индексу моды q  имеет вид: 

qLK 22 0  , где ,..2 ,1 ,0q . Отсюда LqK /0   - волновое число моды с нуле-

вым поперечным индексом. Для того чтобы для различных поперечных мод 
условие резонанса по продольному индексу оставалось бы таким же, как и для 
моды с нулевым поперечным индексом необходимо, чтобы выполнялось усло-
вие  

0cos KK  ,  (3) 

где K  - волновое число эквивалентной волны моды с поперечными индексами, 

характеризуемыми углами x , y , z , так как 

zyx  222 sinsinsin1cos  .  

Пусть до момента времени 0t  ( 0 ctl ) существовала мода с нулевым 

поперечным индексом, то есть 0 . И пусть с момента времени 0t  во всех 

точках пространства внутри резонатора волновой фронт как прямой, так и об-
ратной волн начал искривляться. Это означает, что поперечные индексы моды 
становятся отличными от нуля. Другими словами это означает ускорение моды 
(частицы). Чтобы существование моды с заданным продольным индексом не 
нарушилось, то есть, чтобы не было распада частицы на другие частицы, должно 
по-прежнему выполняться условие резонанса (3). Этого требования оказывается 
достаточно, чтобы вывести уравнения релятивистской механики, не конкретизи-
руя причины, приводящие к искривлению волнового фронта (ускорению моды 
(частицы)).  

Найдём производную 
dl

dk
F  . Так как zzyyxx kkk eeek  , 

cos
0K

K  , а 

K

kx
x sin , 

K

k y
y sin , 

K

kz
z sin , то  




cos

sinsinsin
0

zzyyxx

dl

d
K

K
K

dl

d eeek
F









 .  (4)  

Покажем, что 
c
x

x
v

sin , 
c
y

y

v
sin , 

c
z

z
v

sin . Имеем  

2
0

2/ KKc  k .  (5)  
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Групповые скорости вдоль осей координат zyx ,,  соответственно 

x
x dk

d
v , 

y
y dk

d
v , 

z
z dk

d
v . Используя формулу (5), получаем  

x
xx

xx

x

K

k

K

k

dk

dK

dk

d

cc


sin
1

2
0

2





k

v
.  (6)  

Аналогичные выражения получаются и для скоростей вдоль других осей. Заме-
тим, что скорость распространения результирующей волны в направлении оси 

дополнительного измерения cos0

0


K

K

dK

dK

c
sv , причём  

2

2

2

222

11cos
cc

zyx vvvv



 .  (7)  

Введём обозначение 
czzyyxx
v

eeeυ   sinsinsin , 
cc

υ
v


v

. То-

гда  

200
1cos  


υυ

F
dl

d
K

dl

d
K .  (8)  

Так как /pk  , /00 cmK  , cdtdl  , то полученное уравнение можно запи-

сать в виде  

220
/1 cdt

d
m

dt

d

v


vp
f , (9) 

а это и есть уравнения релятивистской механики Пуанкаре [1, 2]. Сравнивая две 

записи уравнений, получаем, что 
c

f
F  . Размерность F  есть м-2.  

Аналогичным образом можем получить ещё одно уравнение, которое, как 
известно [2], является следствием первых трёх уравнений (8) или (9), а именно, 
имеем  

dl

d

Kdl

d

K
K

dl

d

dl

dK kkk
k

k
k 




2
0

2

2
0

2 1
.  

Так как F
k


dl

d
, а 

cK

v
υ

k
 , то υF

dl

dK
.  

Учитывая, что 
2

00

1cos  


KK
K , получаем уравнение  
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υF
 20

1

1

dl

d
K , (10)  

или в обычных обозначениях  

fv
 220

/1

1

cdt

d
m

v
, (11) 

то есть, то самое уравнение релятивистской механика Пуанкаре, которое являет-
ся следствием первых трёх.  
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