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Введение 

Фазово-пространственная структура электромагнитного поля в фокальной области линзы 
имеет важное значение для многих областей физики, в том числе для лазерного термоядерного 
синтеза. Например, при решении проблемы равномерности абляционного давления на мишени 
[1,2], что весьма важно для достижения высокой степени сжатия лазерных термоядерных мише-
ней, для исследования возможностей и эффективности стохастического ускорения электронов в 
плазме [3,4]. Возможность расчета структуры поля лазерного излучения на поверхности мишени и 
корреляции этого поля с экспериментальными данными имеет принципиальное значение при экс-
периментальной реализации ряда диагностических методик  исследования плазмы, в частности, 
методики, основанной на рассеянии высокоэнергичных электронов на спонтанных магнитных по-
лях в плазме [5]. 

Анализу фазово-пространственной структуры электромагнитного поля в фокальной плос-
кости линзы посвящено много работ (см., например, [6-8]). Однако специфика конкретной решае-
мой задачи требует специального рассмотрения. Вывод основных формул расчета поля вблизи 
фокуса идеальной линзы методом интеграла Дебая для линейно поляризованного излучения дан в 
[6], где так же показаны пределы применимости метода. Условия применимости метода Кирхгофа 
указаны в [9]. 

В данной работе сделан расчет поля вблизи фокуса идеальной линзы двумя методами для 
различно поляризованного излучения (линейно, радиально и азимутально). Выведены аналитиче-
ские формулы для напряженности поля вблизи фокуса радиально и азимутально поляризованного 
излучения при расчете по методу Дебая. Для описания поворота вектора напряженности при пре-
ломлении идеальной линзой используется метод кватернионов. Проведено сравнение двух мето-
дов (Дебая и Кирхгофа) по результатам расчета и быстродействию. 

Постановка задачи 

На линзу диаметром 4 см и фокусом 10 см падает излучение от импульсного Nd-лазера 

(длина волны ߣ ൌ 1,06 мкм). Рассчитать методом дифракционных интегралов распределение ин-

тенсивности вблизи фокальной плоскости двумя способами — методом интеграла Кирхгофа и ме-

тодом приближения Дебая. Сравнить результаты расчета с экспериментальными данными. 

Метод Кирхгофа 

Рассмотрим кратко данный метод расчета дифрагирующих полей (вывод, скалярный харак-

тер, допущения и область применимости). 

admin
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Пусть на идеальную линзу падает плоская монохроматическая волна: 

,Ԧݎሺݑ ሻݐ ൌ ݑ · ݁ି·൫ఠ·௧ିሬԦ·Ԧ൯                                                                ሺ1ሻ 

Идеальная линза, по определению, преобразует плоский волновой фронт падающей на нее 

волны в сферический. Введем две системы координат как показано на (рис. 1). 

 

Рис. 1. XYZ: начало ܱଶ расположено в фокусе линзы, ось ܱଶܺ совпадает с оптической осью. ߞߟߦ: 

ось ଵܱߦ совпадает с оптической осью, ଵܱܱଶ ൌ  Источники .(фокусному расстоянию линзы) ܨ

вторичных сферических волн расположены на волновом фронте за линзой (см. рис. 2) 
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Рис. 2. Расположение источников вторичных сферических волн на волновом фронте: M – точка на 
волновом фронте (источник вторичных волн); P – точка, в которой рассчитывается поле 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ݑ∆  ݇ଶ · ݑ ൌ 0

ܩ∆  ݇ଶ · ܩ ൌ െ4ߨ · Ԧݎሺߜ െ ሻכԦݎ

,Ԧݎሺܩ ሻכԦݎ ൌ
݁·ሬԦ·ሺԦିԦכሻ

Ԧݎ| െ |כԦݎ ۙ
ۖ
ۘ

ۖ
ۗ

                                                       ሺ2ሻ 

Используя вторую теорему Грина: 

රሺ ݂ · ߮ െ ߮ · ሻ݂ 
ௌ

݀ Ԧܵכ ൌ නሺ݂ · ∆߮ െ ߮ · ∆ ݂ሻܸ݀כ



                                          ሺ3ሻ 

Берем ݂ ൌ ߮ Ԧሻ иݎሺݑ ൌ ,Ԧݎሺܩ  :ሻ; с учетом уравнений (1), (2), получаемכԦݎ

Ԧሻݎሺݑ ൌ
1

ߨ4 · ර ሺܩሺݎԦ, ሻכԦݎ · ሻכԦݎሺݑ െ ሻכԦݎሺݑ · ,Ԧݎሺܩ ሻሻכԦݎ
ௌ

݀ Ԧܵכ                                        ሺ4ሻ 

После некоторых математических упрощений (см. приложение В), из (4) получаем оконча-

тельную расчетную формулу (см. поясняющие рис. 2 и рис. 3): 

ఈሺܲሻܧ ൌ
݅
ߣ · න ሻܯఈሺܧ ·

݁ି··|ԦିԦכ|

Ԧݎ| െ |כԦݎ ·
ሺ1  cos ߮ሻ

2 ߪ݀
Σ

                                           ሺ5ሻ 

ߙ) ൌ ,ݔ ,ݕ  (ݖ

 

Рис. 3 Пояснения к методу Кирхгофа: ሬ݊Ԧ – нормаль к волновому фронту в точке M, 
P – точка, в которой определяется амплитуда поля, ሬ݊Ԧఘ ൌ ெሬሬሬሬሬሬԦ

หெሬሬሬሬሬሬԦห
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Расчет проводится для каждой компоненты отдельно, в результате получим результирую-

щий вектор поля ܧሬԦሺܲሻ ൌ ቌ
௫ሺܲሻܧ
௬ሺܲሻܧ
௭ሺܲሻܧ

ቍ. 

Для расчета результирующего поля по формуле (5) необходимо знать ориентацию вектора 

-ሻ после преломления линзой. Задача преломления поляризованного света на сферической поܯሬԦሺܧ

верхности является идейно простой, но математически — громоздкой. Под этой задачей понима-

ется следующее (пояснения приводятся для линейно поляризованного падающего излучения): 

 

Рис. 4. Преломление света фокусирующей линзой 

На линзу падает линейно поляризованная электромагнитная волна: 

ሬԦܧ ൌ ቌ
కܧ ൌ 0
ఎܧ ൌ 0
ܧ ൌ ܧ

ቍ                             ܤሬԦ ൌ ቌ
కܤ ൌ 0
ఎܤ ൌ

ܤ ൌ 0
െ  ቍ                                          ሺ6ሻܤ

Цель — вычислить проекции векторов ܧሬԦ и ܤሬԦ преломленной волны. 

Пусть F — фокус линзы, P — точка, в которой определяется поле, M — точка на волновом 

фронте непосредственно за линзой. 

Тогда в точке M плоскость, содержащая векторы ܧሬԦ и ܤሬԦ падающей волны повернется вокруг 

оси 

Ԧ݁ ൌ
ሬ݇Ԧ ൈ ሬሬሬሬሬሬԦܲܯ

ܲܯ

ቤሬ݇Ԧ ൈ ሬሬሬሬሬሬԦܲܯ
ቤܲܯ

                                                                                 ሺ7ሻ 
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на угол 

ߙ ൌ arccos ቆሬ݇Ԧ ·
ሬሬሬሬሬሬԦܲܯ
 ቇ.                                                                        ሺ8ሻܲܯ

 

Рис. 5. Пояснения к преломлению векторов ܧሬԦ и ܤሬԦ 

Преобразование базиса при поворотах его как твердого тела вокруг заданной оси Ԧ݁ на опре-

деленный угол ߙ изящнее всего описывать кватернионами. Ниже приводится их краткое описание. 

Кватернион — это гиперкомплексное число, элемент четырехмерного векторного про-

странства над полем вещественных чисел. 

Λ ൌ ݅ߣ  ଵ݅ଵߣ  ଶ݅ଶߣ   ,ଷ݅ଷߣ

где ݅ (݇ ൌ 0,3തതതത) —  какой-либо базис; ߣ (݇ ൌ 0,3തതതത) — координаты вектора Λ в заданном базисе. 

Геометро – числовая интерпретация: 

݅ ൌ 1; 

݅ (݇ ൌ 1,3തതതത) — орты некоторого базиса трехмерного евклидового пространства. 

Таким образом, 

Λ ൌ ߣ  ଵ݅ଵߣ  ଶ݅ଶߣ  ଷ݅ଷߣ ൌ ߣ   .Ԧߣ

Для кватернионов определяют следующие операции (знак «*» означает кватернионное ум-

ножение, определение см. ниже): 

1. ሺΛ כ Μሻ כ N ൌ Λ כ ሺM כ Nሻ; 
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2. ሺΛ  ሻܯ כ ሺܰ  ܴሻ ൌ Λ כ ܰ  ܯ כ ܰ  Λ כ ܴ  ܯ כ ܴ; 

3. ሺߣΛሻ כ ሺܯߤሻ ൌ Λߤߣ כ ,ߣ)   ܯ  .(действительные числа — ߤ

Операция умножения не коммутативна: 

Λ כ M ് Μ כ Λ. 

В случае геометро – числовой интерпретации определяют: 

ଓԦ כ ଓԦ ൌ െ1; 

ଓԦ כ ଓԦ ൌ ଓԦ ൈ ଓԦ, (݇ ് ݈). 

Тогда 

Λ ൌ ߣ   ;Ԧߣ

M ൌ ߤ   ;Ԧߤ

Λ כ Μ ൌ ߤߣ െ Ԧߣ · Ԧߤ  Ԧߤߣ  Ԧߣߤ  Ԧߣ ൈ  Ԧ;                                                    ሺ9ሻߤ

 

Рис. 6. Поворот вектора ݎԦ вокруг оси Ԧ݁ на угол ߙ 

Пусть вектор ݎԦ поворачивается вокруг оси, заданной единичным вектором Ԧ݁ на угол ߙ. Тре-

буется вычислить проекции вектора ݎԦכ. 

Вот как изящно это получается с помощью кватернионов: 

כԦݎ ൌ Λ כ Ԧݎ כ Λഥ,                                                                               ሺ10ሻ 
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где Λ ൌ ݏܿ ఈ
ଶ

 ݊݅ݏ ఈ
ଶ

· Ԧ݁ и Λഥ ൌ ݏܿ ఈ
ଶ

െ ݊݅ݏ ఈ
ଶ

· Ԧ݁, Λഥ  называется сопряженным кватернионом. 

Выполняя в формуле (10) кватернионное умножение, получим окончательную формулу для 

вектора ݎԦכ. 

כԦݎ ൌ ሺ݊݅ݏଶ ߙ
2ሻ · ሺ Ԧ݁ · Ԧሻݎ · Ԧ݁  ሺܿݏଶ ߙ

2ሻ · Ԧݎ  ሺߙ݊݅ݏሻ · ሺ Ԧ݁ ൈ Ԧሻݎ  ሺ݊݅ݏଶ ߙ
2ሻ · ሺ Ԧ݁ ൈ ሺ Ԧ݁ ൈ  Ԧሻሻ.          ሺ11ሻݎ

Приведем простейший пример. 

 

Рис. 7. Простейший пример применения кватернионов 

Пусть новый базис ( ଓԦכ, ଔԦכ, ሬ݇Ԧכ) получается из старого ( ଓԦ, ଔԦ, ሬ݇Ԧ) поворотом вокруг оси ଓԦ на угол 
గ
ଶ
. Вычислим с помощью аппарата кватернионов, какие проекции имеет орт ଔԦכ повернутого базиса 

в старом, неподвижном (ответ очевиден сразу: ଔԦכ ൌ ሬ݇Ԧ). 

Кватернион поворота в данном случае имеет вид Λ ൌ cos ቀఈ
ଶ

ቁ  sin ሺఈ
ଶ

ሻ · ଓԦ, где угол поворота 

ߙ ൌ గ
ଶ
. ଔԦכ ൌ Λ כ ଔԦ כ Λഥ 

Используя формулу (9), находим произведения сомножителей: 

Λ כ ଔԦ ൌ െ sin ቀ
ߙ
2ቁ · ଓԦ · ଔԦ  cos ቀ

ߙ
2ቁ · ଔԦ  sin ቀ

ߙ
2ቁ · ሺଓԦ ൈ ଔԦሻ ൌ cos ቀ

ߙ
2ቁ · ଔԦ  sin ቀ

ߙ
2ቁ · ሬ݇Ԧ 

ሺΛ כ ଔԦሻ כ Λഥ ൌ ቀcos ቀ
ߙ
2ቁ · ଔԦ  sin ቀ

ߙ
2ቁ · ሬ݇Ԧቁ · ቀcos ቀ

ߙ
2ቁ െ sin ቀ

ߙ
2ቁ · ଓԦቁ ൌ 

ൌ െ ቀcos ቀ
ߙ
2ቁ · ଔԦ  sin ቀ

ߙ
2ቁ · ሬ݇Ԧቁ · ቀെ sin ቀ

ߙ
2ቁ · ଓԦቁ  cos ቀ

ߙ
2ቁ · ቀcos ቀ

ߙ
2ቁ · ଔԦ  sin ቀ

ߙ
2ቁ · ሬ݇Ԧቁ

 ቀcos ቀ
ߙ
2ቁ · ଔԦ  sin ቀ

ߙ
2ቁ · ሬ݇Ԧቁ ൈ ቀെ sin ቀ

ߙ
2ቁ · ሬ݇Ԧቁ ൌ 

ൌ ଶݏܿ ቀ
ߙ
2ቁ · ଔԦ  sin ቀ

ߙ
2ቁ · cos ቀ

ߙ
2ቁ · ሬ݇Ԧ െ sin ቀ

ߙ
2ቁ · cos ቀ

ߙ
2ቁ · ሺଔԦ ൈ ଓԦሻ െ ଶ݊݅ݏ ቀ

ߙ
2ቁ · ൫ሬ݇Ԧ ൈ ଓԦ൯ ൌ 
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ൌ cosሺߙሻ · ଔԦ  sinሺߙሻ · ሬ݇Ԧ. 

Итак, ଔԦכ ൌ cosሺߙሻ · ଔԦ  sin ሺߙሻ · ሬ݇Ԧ, подставляя угол поворота ߙ ൌ గ
ଶ
, получим ଔԦכ ൌ ሬ݇Ԧ. 

 

Метод Дебая 

Для упрощения расчетов и получения наглядных аналитических формул рассмотрим сле-

дующее приближение на основе интеграла Кирхгофа для вычисления поля вблизи фокуса. 

 

Рис. 8. Пояснения к методу Дебая 

Систему координат выберем следующим образом: ось OX — вдоль оптической оси, оси OY 

и OZ — перпендикулярны оптической оси и образуют с осью OX правую систему координат. 

Центр O находится в фокусе линзы. 

Волновой фронт за линзой предполагаем сферический. 

M — точка на волновом фронте. 

P — точка, в которой определяются значения векторов напряженности электромагнитного поля. 

f — фокусное расстояние линзы. 

 .Ԧ — единичный вектор (безразмерный), нормаль к волновому фронту в точке Mݍ

s — расстояние MP. 
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ห ሬܴԦห ൌ ܱܲ. 

Запишем сначала интеграл Кирхгофа для расчета поля в точке P: 

ሺܲሻߝ ൌ
݅
ߣ · ඵ ሻܯሺߝ ·

݁ି··௦

ݏ
Σ

· ൬
1  ߮ݏܿ

2 ൰ ·  ሺ12ሻ                                              .ߪ݀

Далее, проведем некоторые эквивалентные преобразования под интегралом с целью перей-

ти к интегрированию по телесному углу: 

ሺܲሻߝ ൌ
݅
ߣ · ඵ ݁ି·· · ݁·· ·

݂
݂ · ሻܯሺߝ ·

݁ି··௦

ݏ
Σ

· ൬
1  ߮ݏܿ

2 ൰ ·  ሺ13ሻ                           ;ߪ݀

ሺܲሻߝ ൌ
݅
ߣ · ݁ି·· · ݂ · ඵ ሻܯሺߝ ·

݁ି··ሺ௦ିሻ

݂ · ݏ
Σ

· ൬
1  ߮ݏܿ

2 ൰ ·  ሺ14ሻ                              .ߪ݀

Чтобы перейти к интегралу Дебая, примем следующие упрощения: 

ݏ (1 ൎ ݂; 

ݏ (2 െ ݂ ൎ Ԧݍ · ሬܴԦ; 

3) ሺଵା௦ఝ
ଶ

ሻ ൎ 1. 

Тогда, с учетом того, что ௗఙ
·௦

ൎ ௗఙ
మ ൌ ݀Ω (телесный угол с началом в точке O, содержащий 

элементарную площадку волнового фронта с центром в точке M), интеграл Кирхгофа запишется в 

виде: 

ఈሺܲሻܧ ؆
݅
ߣ · ݂ · ݁ି·· · න ሻܯఈሺܧ · ݁ି··ሬԦ·ோሬԦ݀Ω

Ω

,                                            ሺ15ሻ 

который называется интегралом Дебая. Такое представление поля в точке наблюдения позволяет 

получить аналитические формулы, удобные для расчета в пределах ограничений, накладываемых 

на область наблюдения (см. приложение В). 

 

Линейная поляризация. 
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Рис. 9. Пояснение к выводу расчетных формул: точка M на сферическом волновом фронте 

описывается координатами (߮, ,ߠ ܯܨ ൌ ݂), где f – фокусное расстояние линзы; точка P, в которой 

рассчитывается поле, описывается координатами (߮, ,ߠ ݎ ൌ  (ܲܨ

Начало системы координат XYZ находится в фокусе линзы, ось FX совпадает с оптической 

осью, ось FZ сонаправлена с вектором ܧሬԦ в падающей волне (определяющим направление поляри-

зации падающего излучения), ось FY направлена перпендикулярно осям FX и FZ.  

Система координатߞߟߦ  расположена непосредственно за линзой. Начало O находится на 

оптической оси, ось ܱߦ совпадает с оптической осью, ось ܱߞ сонаправлена с вектором ܧሬԦ в падаю-

щей волне, ось ܱߟ направлена перпендикулярно осям ܱߦ и ܱߞ. 
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Рис. 10. Пояснение к вычислению проекций единичного безразмерного вектора ݍԦ (нормаль к сфе-

рическому волновому фронту). Из А) следует, что ݍ௫ ൌ  На Б) показана векторная проекция .ߠݏܿ

௬ݍ Ԧ на плоскость ZFY. Из Б) следует, чтоݍ ൌ െߠ݊݅ݏ · ௭ݍ ,߮݊݅ݏ ൌ െߠ݊݅ݏ ·  ߮ݏܿ

 

Для расчета поля вблизи фокуса по формуле Дебая (17) нужно найти проекции преломлен-

ного линзой вектора ܧሬԦሺܯሻ в базисе ଓԦ, ଔԦ, ሬ݇Ԧ (рис. 4).При преломлении, плоскость, содержащая векто-

ры ܧሬԦ и ܤሬԦ повернется в точке M вокруг оси ሺሬԦబൈሬԦሻ
|ሺሬԦబൈሬԦሻ| на угол arccos ሺ ሬ݊Ԧ ·  Ԧሻ (см. рис. 4 и рис. 5), гдеݍ

ሬ݊Ԧ – единичный вектор, коллинеарный волновому вектору ሬ݇Ԧ падающей волны; ݍԦ – единичная нор-

маль к сферическому волновому фронту в точке M. Тогда, после преломления, электрический век-

тор волны в базисе ଓԦ, ଔԦ, ሬ݇Ԧ есть 

EሬሬԦכ ൌ Λ כ EሬሬԦ כ Λഥ,                                                                      ሺ16ሻ 

где ܧሬԦ – вектор напряженности падающей на линзу волны; 
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Λ ൌ ݏܿ ఈ
ଶ

 ݊݅ݏ ఈ
ଶ

· Ԧ݁, Λഥ ൌ ݏܿ ఈ
ଶ

െ ݊݅ݏ ఈ
ଶ

· Ԧ݁ – кватернион поворота и сопряженный ему; 

ߙ ൌ arccos ሺ ሬ݊Ԧ · Ԧሻ, Ԧ݁ݍ ൌ ሬԦబൈሬԦ
|ሬԦబൈሬԦ| – угол поворота и орт оси поворота. 

ሬԦܧ ൌ ൭
0
0

ܧ

൱, ሬ݊Ԧ ൌ ൭
1
0
0

൱, ݍԦ ൌ ൭
ߠݏܿ

െߠ݊݅ݏ · ߮݊݅ݏ
െߠ݊݅ݏ · ߮ݏܿ

൱, Ԧ݁ ൌ ሬԦబൈሬԦ
|ሬԦబൈሬԦ| ൌ ൭

0
߮ݏܿ

െ߮݊݅ݏ
൱,  

ߙ ൌ arccosሺሬ݊Ԧ · Ԧሻݍ ൌ arccosሺܿߠݏሻ ൌ  .ߠ

См. поясняющие рисунки (рис. 9 и рис. 10). 

Чтобы воспользоваться формулой (11), вычислим ൫ Ԧ݁ · ሬԦ൯, ሺܧ Ԧ݁ ൈ ሬԦሻ и ሺܧ Ԧ݁ ൈ ൫ Ԧ݁ ൈ  .ሬԦ൯ሻܧ

Ԧ݁ · ሬԦܧ ൌ െܧ ·  ;߮݊݅ݏ

Ԧ݁ ൈ ሬԦܧ ൌ ൭
ܧ · ߮ݏܿ

0
0

൱, Ԧ݁ ൈ ൫ Ԧ݁ ൈ ሬԦ൯ܧ ൌ ቌ
0

െܧ · ߮݊݅ݏ · ߮ݏܿ
െܧ · ଶ߮ݏܿ

ቍ. 

Тогда преломленный вектор напряженности в точке M волнового фронта есть 

כሬԦܧ ൌ ቌ
ܧ · ߠ݊݅ݏ · ߮ݏܿ

ܧ · ሺܿߠݏ െ 1ሻ · ߮݊݅ݏ · ߮ݏܿ
ܧ · ሺܿߠݏ  ሺ1 െ ሻߠݏܿ · ଶ߮ሻ݊݅ݏ

ቍ.                                                  ሺ17ሻ 

Далее, для вычисления интеграла Дебая (17) выразим ሬܴԦ ൌ ,ሬሬሬሬሬԦ через ߮ܲܨ ,ߠ - (рис. 9), хаݎ

рактеризующие положение точки P, в которой рассчитывается поле, относительно фокуса F. 

ሬܴԦ ൌ ܱܲሬሬሬሬሬԦ ൌ ቌ
ݎ · ߠݏܿ

ݎ · ߠ݊݅ݏ · ߮݊݅ݏ
ݎ · ߠ݊݅ݏ · ߮ݏܿ

ቍ ; 

Ԧݍ · ሬܴԦ ൌ ݎ · ൫ܿߠݏ · ߠݏܿ െ ߠ݊݅ݏ · ߠ݊݅ݏ · cos൫߮ െ ߮൯൯. 

Теперь все известно для записи интеграла Дебая (15) в более конкретном виде. 

௫ሺܲሻܧ ൌ
݅
ߣ · ܨ · ݁ି··ி · ܧ · න ݀Ω · ඥ|ܿߠݏ|

Ω

· ߠ݊݅ݏ · ߮ݏܿ · ݁ି···ሺ௦ఏ·௦ఏି௦ఏ·௦ఏ·ୡ୭ୱ ሺఝିఝሻሻ 

௬ሺܲሻܧ ൌ
݅
ߣ · ܨ · ݁ି··ி · ܧ · න ݀Ω · ඥ|ܿߠݏ|

Ω

· ሺܿߠݏ െ 1ሻ · ߮݊݅ݏ · ߮ݏܿ ·

· ݁ି···ሺ௦ఏ·௦ఏି௦ఏ·௦ఏ·ୡ୭ୱ ሺఝିఝሻሻ 
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௭ሺܲሻܧ ൌ
݅
ߣ · ܨ · ݁ି··ி · ܧ · න ݀Ω · ඥ|ܿߠݏ|

Ω

· ሺܿߠݏ  ሺ1 െ ሻߠݏܿ · ଶ߮ሻ݊݅ݏ

· ݁ି···ሺ௦ఏ·௦ఏି௦ఏ·௦ఏ·ୡ୭ୱ ሺఝିఝሻሻ. 

Множитель ඥ|ܿߠݏ| выражает закон сохранения энергии излучения при фокусировке. 

݀Ω ൌ ߠ݊݅ݏ · ߠ݀ · ߠ ,߮݀ א ሾߨ െ ,ߙ ߮ ,ሿߨ א ሾ0,2ߨሿ, ߙ – апертурный угол, равный arcsin ሺ 
ଶ·

ሻ. 

Используя тождества ߮݊݅ݏ · ߮ݏܿ ൌ ௦ଶఝ
ଶ

ଶ߮݊݅ݏ , ൌ ଵି௦ଶఝ
ଶ

, запишем: 

௫ሺܲሻܧ ൌ
݅
ߣ · ܨ · ݁ି··ி · ܧ · න |ߠݏܿ|ඥߠ݀

గ

గିఈ

· ߠଶ݊݅ݏ

· ݁ି···௦ఏ·௦ఏ න ߮ݏܿ߮݀ · ݁···௦ఏ·௦ఏ·ୡ୭ୱ ሺఝିఝሻ

ଶగ



; 

௬ሺܲሻܧ ൌ
݅
ߣ · ܨ · ݁ି··ி · ܧ · න ߠ݀

గ

గିఈ

ඥ|ܿߠݏ| · ߠ݊݅ݏ · ሺܿߠݏ െ 1ሻ

·  ݁ି···௦ఏ·௦ఏ න ݀߮ · 2߮݊݅ݏ ·
ଶగ



݁···௦ఏ·௦ఏ·ୡ୭ୱ ሺఝିఝሻ; 

௭ሺܲሻܧ ൌ
݅
ߣ · ܨ · ݁ି··ி · ܧ · ሺ න ߠ݀

గ

గିఈ

ඥ|ܿߠݏ| · ߠ݊݅ݏ ·
ሺ1  ሻߠݏܿ

2

· ݁ି···௦ఏ·௦ఏ න ݀߮ ·
ଶగ



݁···௦ఏ·௦ఏ·ୡ୭ୱ ሺఝିఝሻ െ න ߠ݀
గ

గିఈ

ඥ|ܿߠݏ| · ߠ݊݅ݏ

·
ሺ1 െ ሻߠݏܿ

2 · ݁ି···௦ఏ·௦ఏ න ݀߮ · 2߮ݏܿ ·
ଶగ



݁···௦ఏ·௦ఏ·ୡ୭ୱ ሺఝିఝሻሻ 

Используя тождества 

න cosሺ݊ · ߮ሻ · ݁·ఘ·ୡ୭ୱሺఝିఊሻ݀߮ ൌ ߨ2 · ݅ · ሻߩሺܬ · cos ሺ݊ · ሻߛ
ଶగ



;                                ሺ18ሻ 

න sinሺ݊ · ߮ሻ · ݁·ఘ·ୡ୭ୱሺఝିఊሻ݀߮ ൌ ߨ2 · ݅ · ሻߩሺܬ · sin ሺ݊ · ሻߛ
ଶగ



,                               ሺ19ሻ 
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где ܬሺߩሻ - функция Бесселя n-го порядка. 

Получим окончательные формулы: 

௫ሺܲሻܧ ൌ െ
ߨ2
ߣ · ܧ · ܨ · ݁ି··ி · ,ݎଵ൫ܫ ൯ߠ ·  ;                                             ሺ20ሻ߮ݏܿ

௬ሺܲሻܧ ൌ െ݅ ·
ߨ2
ߣ · ܧ · ܨ · ݁ି··ி ·

,ݎଶሺܫ ሻߠ
2 ·  2߮;                                        ሺ21ሻ݊݅ݏ

௭ሺܲሻܧ ൌ ݅ ·
ߨ2
ߣ · ܧ · ܨ · ݁ି··ி ·

ሺܫሺݎ, ሻߠ െ ,ݎଶሺܫ ሻߠ · 2߮ሻݏܿ
2 ,                                ሺ22ሻ 

где 

,ݎ൫ܫ ൯ߠ ൌ න ߠ݀
గ

గିఈ

ඥ|ܿߠݏ| · ߠ݊݅ݏ · ሺ1  ሻߠݏܿ · ݁ି···௦ఏ·௦ఏ · ൫݇ܬ · ݎ · ߠ݊݅ݏ ·  ൯;     ሺ23ሻߠ݊݅ݏ

,ݎଵ൫ܫ ൯ߠ ൌ න |ߠݏܿ|ඥߠ݀
గ

గିఈ

· ߠଶ݊݅ݏ · ݁ି···௦ఏ·௦ఏ · ଵ൫݇ܬ · ݎ · ߠ݊݅ݏ ·  ൯;                   ሺ24ሻߠ݊݅ݏ

,ݎଶ൫ܫ ൯ߠ ൌ න ߠ݀
గ

గିఈ

ඥ|ܿߠݏ| · ߠ݊݅ݏ · ሺܿߠݏ െ 1ሻ · ݁ି···௦ఏ·௦ఏ · ଶ൫݇ܬ · ݎ · ߠ݊݅ݏ ·  ൯.         ሺ25ሻߠ݊݅ݏ

Для магнитного поля вывод формул аналогичен, меняется лишь одно входное данное – век-

тор индукции магнитного поля в падающей волне: 

ሬԦܤ ൌ ൭
0

െܤ
0

൱. 

В результате получаем: 

כሬԦܤ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

െܤ · ߠ݊݅ݏ · ߮݊݅ݏ

െܤ · ሺܿݏଶ ߠ
2  ଶ݊݅ݏ ߠ

2 · 2߮ሻݏܿ

ܤ · ଶ݊݅ݏ ߠ
2 · 2߮݊݅ݏ ی

ۋ
ۊ

;                                                   ሺ26ሻ 

௫ሺܲሻܤ ൌ
ߨ2
ߣ · ܨ · ݁ି··ி · ܤ · ,ݎଵ൫ܫ ൯ߠ ·  ;                                            ሺ27ሻ߮݊݅ݏ

௬ሺܲሻܤ ൌ െ݅ ·
ߨ2
ߣ · ܨ · ݁ି··ி · ܤ ·

ሺܫ൫ݎ, ൯ߠ െ ,ݎଶሺܫ ሻߠ · 2߮ሻݏܿ
2 ;                            ሺ28ሻ 
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௭ሺܲሻܤ ൌ ݅ ·
ߨ2
ߣ · ܨ · ݁ି··ி · ܤ ·

,ݎଶሺܫ ሻߠ
2 ·  2߮,                                       ሺ29ሻ݊݅ݏ

где ܫ൫ݎ, ,ݎଵ൫ܫ ,൯ߠ ,ݎଶ൫ܫ ,൯ߠ  .൯ определены выше (см. формулы (23), (24), (25))ߠ

 

Радиальная поляризация 

 

Рис. 11. Радиальная поляризация, направления колебаний вектора ܧሬԦ в лазерном пучке 

Вектор напряженности в падающей волне есть ܧሬԦ ൌ ൭
0

ܧ · ߮݊݅ݏ
ܧ · ߮ݏܿ

൱ (см. рис. 11.). Вычисляем 

вектор ܧሬԦכ преломленной волны по формуле (16). 

ሬ݊Ԧ ൌ ൭
1
0
0

൱, ሬ݊Ԧଵ ൌ ൭
ߠݏܿ

െߠ݊݅ݏ · ߮݊݅ݏ
െߠ݊݅ݏ · ߮ݏܿ

൱, Ԧ݁ ൌ ൭
0

߮ݏܿ
െ߮݊݅ݏ

൱ ; 

ߙ ൌ arccosሺሬ݊Ԧ · ሬ݊Ԧଵሻ ൌ arccosሺܿߠݏሻ ൌ  ;ߠ

Ԧ݁ · ሬԦܧ ൌ 0, Ԧ݁ ൈ ሬԦܧ ൌ ൭
ܧ
0
0

൱, Ԧ݁ ൈ ൫ Ԧ݁ ൈ ሬԦ൯ܧ ൌ ൭
0

െܧ · ߮݊݅ݏ
െܧ · ߮ݏܿ

൱. 

В результате получим: 

כሬԦܧ ൌ ൭
ܧ · ߠ݊݅ݏ

ܧ · ߠݏܿ · ߮݊݅ݏ
ܧ · ߠݏܿ · ߮ݏܿ

൱.                                                                ሺ30ሻ 

Проводя преобразования интегральной формулы (15), аналогичные случаю линейно поля-

ризованного излучения, получим: 
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௫ሺܲሻܧ ൌ ݅ ·
ߨ2
ߣ · ܧ · ܨ · ݁ି··ி · ܴ൫ݎ,  ൯;                                                 ሺ31ሻߠ

௬ሺܲሻܧ ൌ െ
ߨ2
ߣ · ܧ · ܨ · ݁ି··ி · ܴଵ൫ݎ, ൯ߠ ·  ;                                          ሺ32ሻ߮݊݅ݏ

௭ሺܲሻܧ ൌ െ
ߨ2
ߣ · ܧ · ܨ · ݁ି··ி · ܴଵ൫ݎ, ൯ߠ ·  ,                                       ሺ33ሻ߮ݏܿ

где 

ܴ൫ݎ, ൯ߠ ൌ න ߠݏܿ√ߠ݀ · ߠଶ݊݅ݏ · ݁ି···௦ఏ·௦ఏ · ሺ݇ܬ · ݎ · ߠ݊݅ݏ · ሻߠ݊݅ݏ
గ

గିఈ

;                  ሺ34ሻ 

ܴଵ൫ݎ, ൯ߠ ൌ න ߠݏܿ√ߠ݀ · ߠ݊݅ݏ · ߠݏܿ · ݁ି···௦ఏ·௦ఏ · ଵሺ݇ܬ · ݎ · ߠ݊݅ݏ · ሻߠ݊݅ݏ
గ

గିఈ

.               ሺ35ሻ 

Для магнитного поля вывод формул аналогичен, меняется лишь одно входное данное – век-

тор индукции магнитного поля в падающей волне (см. рис. 11): 

ሬԦܤ ൌ ൭
0

െܤ · ߮ݏܿ
ܤ · ߮݊݅ݏ

൱. 

В результате получаем: 

כሬԦܤ ൌ ൭
0

െܤ · ߮ݏܿ
ܤ · ߮݊݅ݏ

൱ ;                                                                    ሺ36ሻ 

௫ሺܲሻܤ ൌ 0;                                                                                ሺ37ሻ 

௬ሺܲሻܤ ൌ
ߨ2
ߣ · ܤ · ܨ · ݁ି··ி · ,ݎ൫ܣ ൯ߠ ·  ;                                              ሺ38ሻ߮ݏܿ

௭ሺܲሻܤ ൌ െ
ߨ2
ߣ · ܤ · ܨ · ݁ି··ி · ,ݎ൫ܣ ൯ߠ ·  ,                                              ሺ39ሻ߮݊݅ݏ

где 

,ݎ൫ܣ ൯ߠ ൌ න ߠ݀ · ඥ|ܿߠݏ| · ߠ݊݅ݏ · ݁ି···௦ఏ·௦ఏ

గ

గିఈ

· ଵ൫݇ܬ · ݎ · ߠ݊݅ݏ ·  ൯.            ሺ40ሻߠ݊݅ݏ
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Азимутальная поляризация. 

 

Рис. 12. Азимутальная поляризация, направления колебаний вектора ܧሬԦ в лазерном пучке 

Вектор напряженности в падающей волне есть ܧሬԦ ൌ ൭
0

െܧ · ߮ݏܿ
ܧ · ߮݊݅ݏ

൱ (см. рис. 12). Вычисляем 

вектор ܧሬԦכ преломленной волны по формуле (16). 

Величины, необходимые для вычисления: 

ሬ݊Ԧ ൌ ൭
1
0
0

൱, ݍԦ ൌ ൭
ߠݏܿ

െߠ݊݅ݏ · ߮݊݅ݏ
െߠ݊݅ݏ · ߮ݏܿ

൱, Ԧ݁ ൌ ൭
0

߮ݏܿ
െ߮݊݅ݏ

൱ ; 

ߙ ൌ arccosሺሬ݊Ԧ · ሬ݊Ԧଵሻ ൌ arccosሺܿߠݏሻ ൌ  ;ߠ

Ԧ݁ · ሬԦܧ ൌ െܧ, Ԧ݁ ൈ ሬԦܧ ൌ 0, Ԧ݁ ൈ ൫ Ԧ݁ ൈ ሬԦ൯ܧ ൌ 0. 

В результате получим: 

כሬԦܧ ൌ ൭
0

െܧ · ߮ݏܿ
ܧ · ߮݊݅ݏ

൱.                                                                      ሺ41ሻ 

Проводя преобразования интегральной формулы (15), аналогичные случаю линейно поля-

ризованного излучения, получим: 

௫ሺܲሻܧ ൌ 0;                                                                                 ሺ42ሻ 

௬ሺܲሻܧ ൌ
ߨ2
ߣ · ܧ · ܨ · ݁ି··ி · ,ݎ൫ܣ ൯ߠ ·  ;                                              ሺ43ሻ߮ݏܿ
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௭ሺܲሻܧ ൌ െ
ߨ2
ߣ · ܧ · ܨ · ݁ି··ி · ,ݎ൫ܣ ൯ߠ ·  ,                                        ሺ44ሻ߮݊݅ݏ

где ܣ൫ݎ,  .൯ определено выше (см. формулу (40))ߠ

Для магнитного поля вывод формул аналогичен, меняется лишь одно входное данное – век-

тор индукции магнитного поля в падающей волне: 

ሬԦܤ ൌ ൭
0

െܤ · ߮݊݅ݏ
െܤ · ߮ݏܿ

൱. 

В результате получаем: 

כሬԦܤ ൌ ൭
െܤ · ߠ݊݅ݏ

െܤ · ߠݏܿ · ߮݊݅ݏ
െܤ · ߠݏܿ · ߮ݏܿ

൱ ;                                                                 ሺ45ሻ 

௫ሺܲሻܤ ൌ െ݅ ·
ߨ2
ߣ · ܤ · ܨ · ݁ି··ி · ܴ൫ݎ,  ൯;                                                  ሺ46ሻߠ

௬ሺܲሻܤ ൌ
ߨ2
ߣ · ܤ · ܨ · ݁ି··ி · ܴଵ൫ݎ, ൯ߠ ·  ;                                             ሺ47ሻ߮݊݅ݏ

௭ሺܲሻܤ ൌ
ߨ2
ߣ · ܤ · ܨ · ݁ି··ி · ܴଵ൫ݎ, ൯ߠ ·  ,                                              ሺ48ሻ߮ݏܿ

где ܴሺݎ, ,ݎሻ и ܴଵሺߠ  .ሻ (см. формулы (34), (35))ߠ

 

Результаты расчетов. Электрическое поле. 

Для распределений ܧ௫ሺݔ ൌ 0, ,ݕ ,ሻݖ ݔ௬ሺܧ ൌ 0, ,ݕ ,ሻݖ ݔ௭ሺܧ ൌ 0, ,ݕ ሻݖ  (так же как и для  

ݔ௫ሺܤ ൌ 0, ,ݕ ,ሻݖ ݔ௬ሺܤ ൌ 0, ,ݕ ,ሻݖ ݔ௭ሺܤ ൌ 0, ,ݕ -ሻ) характерно наличие одного, двух или четырех главݖ

ных максимумов (в зависимости от типа поляризации падающего излучения). Объяснение этому 

дается в приложениях А и Б. Доля интенсивности, приходящаяся на отдельную компоненту поля 

,ݔఈሺܧ ,ݕ ߙ) ሻݖ ൌ ,ݔ ,ݕ ߙ зависит от апертурного угла линзы (ݖ ൌ arcsin ሺ 
ଶ·ி

ሻ и типа поляризации па-

дающего излучения. 

 

Линейная поляризация падающего излучения. 
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Рис. 13. Направление поляризации в падающей волне совпадает по направлению с осью ܱߞ (и FZ) 

 

Рис. 14. Продольная компонента OX электрического поля. Отношение значения интенсивности в 

главном максимуме к максимуму суммарной интенсивности составляет ௫ூೣ
௫ூಂ

؆ 10ିଷ. 

Максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ െ2ߣ
൱, ൭

ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ 2ߣ
൱ 
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Рис. 15. Продольная компонента OX электрического поля. Сечение в главных максимумах. 

В фокусе F продольная компонента поля электрического поля равна нулю. 

Ширина главных максимумов интенсивности ؆ ଶఒ


 

 

Рис. 16. Поперечная компонента OY электрического поля (перпендикулярна направлению 

поляризации падающего излучения). Отношение значения интенсивности в главном максимуме 

к максимуму суммарной интенсивности составляет ௫ூ

௫ூಂ
؆ 10ିହ. Максимумы интенсивности 

расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ 2 · ߣ
ݖ ؆ 2 · ߣ

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ 2 · ߣ
ݖ ؆ െ2 · ߣ

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ െ2 · ߣ
ݖ ؆ 2 · ߣ

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ െ2 · ߣ
ݖ ؆ െ2 · ߣ

൱ 
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Рис. 17. Поперечная компонента OY электрического поля (диагональное сечение). 

Ширина главных максимумов интенсивности ؆ ଶ·ఒ


, ширина провала между ними ؆ ସ·ఒ


 

В распределении ܧ௬ሺݕ,  ሻ есть четыре главных максимума: два из них (расположенные наݖ

одной диагонали в плоскости YZ) синфазны, а два других (на другой диагонали в плоскости YZ) 

противофазны им. В фокусе F ܧ௬ሺݕ, ሻݖ ൌ 0. 

 

Рис. 18. Поперечная компонента OZ электрического поля (совпадает с направлением 
поляризации падающего излучения). Отношение значения интенсивности в главном 

максимуме к максимуму суммарной интенсивности составляет ௫ூ
௫ூಂ

؆ 1. 

Главный максимум интенсивности расположен в точке ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0
ݖ ൌ 0

൱ 
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Рис. 19. Поперечная компонента OZ электрического поля. Сечение в главном максимуме 

В распределении ܧ௭ሺݕ,  ሻ есть один центральный максимум. Ширина главного максимумаݖ

интенсивности составляет ସఒ


. 

 

Радиальная поляризация. 

В распределении интенсивности ܫ௫ ൌ ௫ܧ
ଶሺݔ ൌ 0, ,ݕ -ሻ, приходящейся на продольную комݖ

поненту поля – один главный максимум, расположенный в фокусе. Структура распределений ин-

тенсивностей ܫ௬ ൌ ௬ܧ
ଶሺݔ ൌ 0, ,ݕ ௭ܫ ሻ иݖ ൌ ௭ܧ

ଶሺݔ ൌ 0, ,ݕ -ሻ, приходящихся на поперечные компоݖ

ненты поля, одинакова (в фокусе поле равно нулю, угловая ширина провала ؆ ଶ·ఒ


) , но картины 

распределений «повернуты» на గ
ଶ
 друг относительно друга.  
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Рис. 20. Продольная компонента OX электрического поля. Отношение значения интенсивности 

в главном максимуме к максимуму суммарной интенсивности составляет ௫ூೣ
௫ூಂ

؆ 10ିଵ. 

Главный максимум интенсивности расположен в точке ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0
ݖ ൌ 0

൱ 

 

 

Рис. 21. Продольная компонента OX электрического поля. Сечение в главном максимуме. 

Ширина главного максимума интенсивности составляет ؆ ସ·ఒ
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Рис. 22. Поперечная компонента OY электрического поля. Отношение значения интенсивности 

в главном максимуме к максимуму суммарной интенсивности составляет ௫ூ

௫ூಂ
؆ 1. 

Главные максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ െ2 · ߣ
൱, ൭

ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ 2 · ߣ
൱ 

 

Рис. 23. Поперечная компонента OY электрического поля. Сечение в главных максимумах. 

Ширина главных максимумов интенсивности составляет ؆ ଶ·ఒ
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Рис. 24. Поперечная компонента OZ электрического поля. Отношение значения интенсивности 

в главном максимуме к максимуму суммарной интенсивности составляет ௫ூ
௫ூಂ

؆ 1. 

Главные максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ െ2 · ߣ
ݖ ൌ 0

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ 2 · ߣ
ݖ ൌ 0

൱ 

 

 

Рис. 25. Поперечная компонента OZ электрического поля. Сечение в главных максимумах. 

Ширина главных максимумов интенсивности составляет ؆ ଶ·ఒ


 

 

Азимутальная поляризация излучения. 
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Вблизи фокуса продольная компонента поля ܧ௫ሺݔ ൌ 0, ,ݕ ሻݖ ൌ 0. Структура распределений 

интенсивностей ܫ௬ ൌ ௬ܧ
ଶሺݔ ൌ 0, ,ݕ ௭ܫ ሻ иݖ ൌ ௭ܧ

ଶሺݔ ൌ 0, ,ݕ -ሻ, приходящихся на поперечные компоݖ

ненты поля, одинакова (в фокусе поле равно нулю, угловая ширина провала ؆ ଶ·ఒ


) , но картины 

распределений «повернуты» на గ
ଶ
 друг относительно друга. 

 

Рис. 26. Поперечная компонента OY электрического поля. Отношение значения интенсивности 

в главном максимуме к максимуму суммарной интенсивности составляет ௫ூ

௫ூಂ
؆ 1. 

Главные максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ െ2 · ߣ
ݖ ൌ 0

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ 2 · ߣ
ݖ ൌ 0

൱ 
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Рис. 27. Поперечная компонента OY электрического поля. Сечение в главных максимумах. 

Ширина главных максимумов интенсивности составляет ؆ ଶ·ఒ


. Ширина провала в фокусе ؆ ଶ·ఒ


 

 

 

Рис. 28. Поперечная компонента OZ электрического поля. Отношение значения интенсивности 

в главном максимуме к максимуму суммарной интенсивности составляет ௫ூ
௫ூಂ

؆ 1. 

Главные максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ െ2 · ߣ
൱, ൭

ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ 2 · ߣ
൱ 
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Рис. 29. Поперечная компонента OZ электрического поля. Сечение в главных максимумах. 

Ширина главных максимумов интенсивности составляет ؆ ଶ·ఒ


. Ширина провала в фокусе ؆ ଶ·ఒ


 

 

Результаты расчетов. Магнитное поле. 

Так как в электромагнитной волне вектор ܤሬԦ «повернут» относительно вектора ܧሬԦ на గ
ଶ
 вокруг 

волнового вектора ሬ݇Ԧ , то структура распределений ܤఈሺݔ, ,ݕ ሻݖ  ( ߙ ൌ ,ݔ ,ݕ ݖ ) такая же, как и у 

,ݔఉሺܧ ,ݕ ߚ) ሻݖ ൌ ,ݔ ,ݕ -Например, для линейно поляризованного падающего излучения: распреде .(ݖ

ление ܤ௫ሺݔ ൌ 0, ,ݕ ݔ௫ሺܧ ሻ имеет такую же структуру, как иݖ ൌ 0, ,ݕ -ሻ, только картины распределеݖ

ний «повернуты» на గ
ଶ
 друг относительно друга; ܤ௬ሺݔ ൌ 0, ,ݕ  ሻ имеет такую же структуру, как иݖ

ݔ௭ሺܧ ൌ 0, ,ݕ ݔ௭ሺܤ ;ሻݖ ൌ 0, ,ݕ ݔ௬ሺܧ ሻ имеет такую же структуру, как иݖ ൌ 0, ,ݕ  .ሻݖ

 

Линейная поляризация падающего излучения. 

 

Рис. 30. Продольная компонента OX магнитного поля. Отношение значения интенсивности 

в главных максимумах к максимуму суммарной интенсивности: ூೣ
ூಂ

؆ 10ିଷ. 

Максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ െ2 · ߣ
൱, ൭

ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ 2 · ߣ
൱ 
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Рис. 31. Продольная компонента OX магнитного поля. Сечения в главных максимумах. 

В фокусе F продольная компонента магнитного поля равна нулю. Ширина главных 

максимумов интенсивности ؆ ଶ·ఒ


, ширина провала в фокусе ؆ ଶ·ఒ


 

 

Рис. 32. Поперечная компонента OY магнитного поля. Отношение значения интенсивности 

в главном максимуме к максимуму суммарной интенсивности: ூ

ூಂ
؆ 1. 

Максимум интенсивности расположен в точке ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0
ݖ ൌ 0

൱ 
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Рис. 33. Поперечная компонента OY магнитного поля. Сечение в главном максимуме. 

Ширина максимума интенсивности ؆ ସ·ఒ


 

 

Рис. 34. Поперечная компонента OZ магнитного поля. Отношение значения интенсивности 

в главных максимумах к максимуму суммарной интенсивности: ூ
ூಂ

؆ 10ିହ. Максимумы 

интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ 2 · ߣ
ݖ ؆ 2 · ߣ

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ 2 · ߣ
ݖ ؆ െ2 · ߣ

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ െ2 · ߣ
ݖ ؆ 2 · ߣ

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ െ2 · ߣ
ݖ ؆ െ2 · ߣ

൱ 
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Рис. 35. Поперечная компонента OZ магнитного поля. Диагональное сечение в главных 

максимумах. В фокусе F ܤ௭ ൌ 0, ширина провала ؆ ସ·ఒ


; ширина максимумов интенсивности ؆ ଶ·ఒ


 

 

Радиальная поляризация падающего излучения. 

 

Рис. 36. Поперечная компонента OY магнитного поля. Отношение значения интенсивности 

в главных максимумах к максимуму суммарной интенсивности: ூ

ூಂ
؆ 1. 

Максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ െ2 · ߣ
ݖ ൌ 0

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ 2 · ߣ
ݖ ൌ 0

൱ 
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Рис. 37. Поперечная компонента OY магнитного поля. Сечение в главном максимуме. 

В фокусе F ܤ௬ ൌ 0, ширина провала ؆ ଶ·ఒ


; ширина максимумов интенсивности ؆ ଶ·ఒ


 

 

 

Рис. 38. Поперечная компонента OZ магнитного поля. Отношение значения интенсивности 

в главных максимумах к максимуму суммарной интенсивности: ூ
ூಂ

؆ 1. 

Максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ െ2 · ߣ
൱, ൭

ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ 2 · ߣ
൱ 
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Рис. 39. Поперечная компонента OZ магнитного поля. Сечения в главных максимумах. 

В фокусе F ܤ௭ ൌ 0, ширина провала ؆ ଶ·ఒ


; ширина максимумов интенсивности ؆ ଶ·ఒ


 

 

Азимутальная поляризация падающего излучения. 

 

Рис. 40. Продольная компонента OX магнитного поля. Отношение значения интенсивности 

в главном максимуме к максимуму суммарной интенсивности: ூೣ
ூಂ

؆ 10ିଵ. 

Максимум интенсивности расположен в точке ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0
ݖ ൌ 0

൱ 
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Рис. 41. Продольная компонента OX магнитного поля. Сечение в главном максимуме. 

Ширина максимума интенсивности ؆ ସ·ఒ


 

 

Рис. 42. Поперечная компонента OY магнитного поля. Отношение значения интенсивности 

в главных максимумах к максимуму суммарной интенсивности: ூ

ூಂ
؆ 1. 

Максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ െ2 · ߣ
൱, ൭

ݔ ൌ 0
ݕ ൌ 0

ݖ ؆ 2 · ߣ
൱ 
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Рис. 43. Поперечная компонента OY магнитного поля. Сечение в главных максимумах. 

В фокусе F ܤ௬ ൌ 0, ширина провала ؆ ଶ·ఒ


; ширина максимумов интенсивности ؆ ଶ·ఒ


 

 

 

Рис. 44. Поперечная компонента OZ магнитного поля. Отношение значения интенсивности 

в главных максимумах к максимуму суммарной интенсивности: ூ
ூಂ

؆ 1. 

Максимумы интенсивности расположены в точках ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ െ2 · ߣ
ݖ ൌ 0

൱, ൭
ݔ ൌ 0

ݕ ؆ 2 · ߣ
ݖ ൌ 0

൱ 
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Рис. 45. Поперечная компонента OZ магнитного поля. Сечение в главных максимумах. 

В фокусе F ܤ௭ ൌ 0, ширина провала ؆ ଶ·ఒ


; ширина максимумов интенсивности ؆ ଶ·ఒ
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Сравнение методов расчета. 

 

Рис. 46. Распределение интенсивности, приходящейся на продольную компоненту ܧ௫  
поля в фокальной плоскости. Падающее излучение радиально поляризовано. 

Сплошная линия – расчет по Кирхгофу, точки – расчет по Дебаю. 
А), Б), В) – одно и то же распределение, но в разных интервалах изменения интенсивности. 

На рис. 46 приведено сравнение результатов расчета интенсивности, приходящейся на про-
дольную компоненту ܧ௫ поля в фокальной плоскости (радиальная поляризация падающего излу-
чения). Присутствуют небольшие относительные различия в максимумах распределения. 

В целом, результаты, полученные двумя методами расчета, структурно практически совпа-
дают в пределах десятков длин волн (размер области, в которой производится расчет). 
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Расчет по методу Кирхгофа даже для областей наблюдения малых размеров (единицы дли-
ны волны) требует значительного машинного времени, примерно в 60 раз больше, чем по методу 
Дебая (для всех трех типов поляризации). 

ܶ௬

ܶ
؆

1
60. 

 

Модель многомодового поля. Сравнение расчетов с экспериментом. 

 

 

Рис. 47. Распределение многомодового поля в фокусе линзы. Расчет по методу Кирхгофа 
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Рис. 48. Распределение поля Nd – лазера в фокусе линзы. Экспериментальные данные 

На (Рис. 47.) приведен результат расчета по методу Кирхгофу дифракционной картины в 

фокусе линзы. Модель падающего на линзу лазерного импульса (данная модель поля описана в 

работе [8]): поле представляет собой 90 плоских волн со случайным углом между волновыми век-

торами ሬ݇Ԧ (в пределах от 0 до 4 · ఒ


, где ߣ ൌ 1.06 мкм, ܦ ൌ 4см.); падающее излучение состоит из 

нескольких частотных компонент. Временная форма лазерного импульса описывается огибающей: 

ሻݐሺߜ ൌ ൬1 െ
ݐ
߬൰ ·

ݐ
߬                                                                                    ሺ49ሻ 

где ߬ - длительность импульса. 

Многокомпонентный спектр лазерного импульса апроксимируется функцией: 

݂ሺ݆ሻ ൌ ൬1 െ
݆
ܰ

൰ ·
݆
ܰ

                                                                                 ሺ50ሻ 

где j – номер компоненты, ܰ - количество компонент. 

К примеру, излучение Nd – лазера обычно состоит из 12 компонент. Однако в данной рабо-

те рассматриваются только 4 компоненты с целью упрощения и ускорения расчетов. Фазовый 

множитель каждой компоненты имеет вид: 

݂ሺ݆, ሻݐ ൌ exp ൜i · ω · ൬1  ൬
∆n

n
൰ · ൬j െ

NL

2 ൰ · ቀt െ
τ
2ቁ െ Φ୨൰൨ൠ · ݂ሺ݆ሻ                    ሺ51ሻ 
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где ω - частота в максимуме спектральной линии, n - число периодов в импульсе дли-

тельностью τ, ∆n  - выраженный в количестве периодов частотный интервал между соседними 

эквидистантными компонентами, Φ୨ - случайная фаза. 

Таким образом, получаем следующие выражения для напряженностей поля: 

,ԦݎሬԦሺܧ ሻݐ ൌ ԦሻݎሬሬሬሬԦሺܣ ·  ቌ ݂ሺ݆, ሻݐ
ேಽ

ୀ

ቍ · ݁ି·ሬሬሬሬሬԦ·Ԧ
ே



· ሻݐሺߜ · ݁·టሺ௧ሻ                                    ሺ52ሻ 

,ԦݎሬሬԦሺܪ ሻݐ ൌ ԦሻݎሬሬሬሬԦሺܣ ·  ቌ ݂ሺ݆, ሻݐ
ேಽ

ୀ

ቍ · ݁ି·ሬሬሬሬሬԦ·Ԧ
ே



· ሻݐሺߜ · ݁·టሺ௧ሻ                                     ሺ53ሻ 

где N — число угловых мод со случайным направлением волнового вектора ݇ሬሬሬሬԦ, ܣሬሬሬሬԦሺݎԦሻ — 

нормированная амплитуда поля согласно формуле (15); ߰ሺݐሻ - случайная функция. 

На (Рис. 47) приведен пример распределения интенсивности в фокусе, рассчитанного с ис-

пользованием приведенного в предыдущих разделах аппарата скалярной теории. Эксперимен-

тальные данные распределения интенсивности в фокусе приведены на (Рис. 48). Характерно то же 

наличие множества пиков в распределении интенсивности, что свидетельствует о правильном 

представлении об излучении Nd – лазера как о поле, модель которого описана выше. Для распре-

деления поля в фокусе характерно наличие множества пиков интенсивности. На основании стати-

стического сравнения экспериментальных распределений с расчетными выведены формулы (52) и 

(53) для распределения полей и сконструирована модель волнового пакета. Рассмотренная модель 

распределения электромагнитного поля в волновом пакете фокусируемого импульсного лазерного 

излучения многомодового неодимового лазера полезна для анализа процессов нагрева и ускорения 

электронов в корональной области лазерной плазмы, образующейся при нагреве твердотельной 

мишени. Полученные в данной работе аналитические выражения для структуры полей в фокаль-

ной области использовались в работе [12] для расчета функции распределения релятивистских 

электронов в лазерной плазме при стохастическом нагреве. 
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Приложение А. 

Объяснение структуры распределения ܧ௫ሺݔ ൌ 0, ,ݕ -ሻ продольной компоненты поля в слуݖ

чае линейной поляризации падающего излучения. 

 

Рис. А-1. Сечение сферического волнового фронта, сформированного линзой, плоскостью ߦܱߞ 

Рассмотрим сечение сферического волнового фронта, сформированного линзой, плоско-

стью ߦܱߞ (рис. А-1). Выберем на волновом фронте точки M и N, симметричные относительно оси 

-ሬԦ на рис. А-1. Идеальная линза преܧ вектор :ߞܱ Падающее излучение поляризовано вдоль оси .ߦܱ

образует (поворачивает) вектор ܧሬԦ так, что в точках M и N он будет направлен по касательной к 

окружности Σ. 

Далее, выберем в фокальной плоскости ZY две точки, симметричные относительно оси OX, 

которые принадлежат оси OZ: ܲሺݔ ൌ 0, ݕ ൌ 0, ݖሻ и ܳሺݔ ൌ 0, ݕ ൌ 0, െݖሻ, где ݖ ؆ -Найдем ре .ߣ

зультирующий вектор электрического поля ܧሬԦ в точках P и Q. Для этого найдем векторную сумму 

напряженностей от вторичных источников M и N в выбранных точках фокальной плоскости. 
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В точке P: поле от вторичного источника N обозначим ܲܭሬሬሬሬሬԦ. ܲܭሬሬሬሬሬԦ||ܧሬԦሺܰሻ, หܲܭሬሬሬሬሬԦห ൏ หܧሬԦሺܰሻห (т.к. 

рассматриваются сферические волны от вторичных источников, амплитуда которых убывает как 
ଵ


). Поле от вторичного источника M обозначим ܲܥሬሬሬሬሬԦ ሻܯሬԦሺܧ||ሬሬሬሬሬԦܥܲ . , หܲܥሬሬሬሬሬԦห ൏ หܧሬԦሺܯሻห  и, кроме того, 

หܲܥሬሬሬሬሬԦห  หܲܭሬሬሬሬሬԦห, т.к. ܦܯ ൏ ܰܲ. Результирующий вектор напряженности поля ܲܮሬሬሬሬԦ будет иметь положи-

тельную проекцию на ось OX (см. рис. А-1). 

Совершенно аналогичные рассуждения для точки Q приводят к выводу о том, что проекция 

результирующего вектора напряженности поля ܳܵሬሬሬሬሬԦ на ось OX будет отрицательной. 

В точке F проекция результирующего вектора электрического поля на ось OX будет равна 

нулю, т.к. ܨܯ ൌ  .ሻ показана на рис. А-1 внизуݖ௫ሺܧ Структура распределения .ܨܰ
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Приложение Б. 

Объяснение структуры распределения ܧ௬ሺݔ ൌ 0, ,ݕ  ሻ (компонента поля, перпендикулярнаяݖ

направлению поляризации) в случае линейной поляризации падающего излучения. 

 

Рис. Б-1. Преломление электромагнитной волны на линзе 

 

Рис. Б-2. К объяснению наличия четырех пиков в распределении поля 



44 

Идеальная линза преобразует плоский фронт падающего излучения в сферический, в каж-

дой точке которого вектор напряженности ܧሬԦ имеет различные проекции на оси X, Y и Z (Рис. Б-

1.). Выясним, в каких точках сферического волнового фронта проекция ܧ௬ имеет максимальное и 

минимальное значения. 

После преломления линзой вектор ܧሬԦ ൌ ൭
0
0

ܧ

൱  преобразуется в 

ሬԦܧ ൌ ൮

ܧ · ߠ݊݅ݏ · ߮ݏܿ
ܧ · ሺܿߠݏ െ 1ሻ · ௦ଶఝ

ଶ
ܧ · ሺܿߠݏ  ሺ1 െ ሻߠݏܿ · ଶ߮ሻ݊݅ݏ

൲. Исследуем функцию ܧ௬ሺ߮, ሻߠ ൌ ܧ · ሺܿߠݏ െ 1ሻ · ௦ଶఝ
ଶ

 на 

экстремум. ߠ א ሾߠ, ߠ ௫ሿ, гдеߠ  ൌ ௫ߠ ,0 ൌ ݊݅ݏܿݎܽ 
ଶி

 (D, F – диаметр и фокус линзы соот-

ветственно); ߮ א ሾ0,  .ሿߨ2

ە
۔

ۓ
,௬ሺ߮ܧ߲ ሻߠ

߲߮ ൌ 0

,௬ሺ߮ܧ߲ ሻߠ
ߠ߲ ൌ 0ۙ

ۘ

ۗ
֜ ൝

ܧ · ሺܿߠݏ െ 1ሻ · 2߮ݏܿ ൌ 0

ܧ · ሺെߠ݊݅ݏሻ ·
2߮݊݅ݏ

2 ൌ 0
ൡ ֜ ൝߮ ൌ

ߨ
4 

ߨ · ݊
2 , ݊ א ܼ

ߠ ൌ ߨ2 · ݇, ݇ א ܼ
ൡ. 

Таким образом, экстремальные значения ߮ суть గ
ସ

, ଷగ
ସ

, ହగ
ସ

, గ
ସ

. В точках ሾ߮ ൌ గ
ସ

, ߠ ൌ  ௫ሿ иߠ

ሾ߮ ൌ ହగ
ସ

, ߠ ൌ ௫ሿߠ ௬ܧ   принимает минимальные значения, а в точках ሾ߮ ൌ ଷగ
ସ

, ߠ ൌ ௫ሿߠ  и ሾ߮ ൌ
గ
ସ

, ߠ ൌ  .௫ሿ – минимальные (рис. Б-2 а)ߠ

Выберем на сферическом волновом фронте точки ܯଵ, ,ଶܯ ,ଷܯ -ସ так, чтобы они принадлеܯ

жали, соответственно, прямым ߮ଵ ൌ గ
ସ

, ߮ଶ ൌ ଷగ
ସ

, ߮ଷ ൌ ହగ
ସ

, ߮ସ ൌ గ
ସ

 и были равноудалены от начала 

системы координат ߟܱߞ (рис. Б-2 б). В фокальной плоскости YFZ также выберем четыре точки 

ଵܲ, ଶܲ, ଷܲ, ସܲ, принадлежащие, соответственно, прямым ߮ଵ ൌ గ
ସ

, ߮ଶ ൌ ଷగ
ସ

, ߮ଷ ൌ ହగ
ସ

, ߮ସ ൌ గ
ସ

 и равно-

удаленных от точки F (рис. Б-2 в). Найдем результирующее поле в каждой из точек ଵܲ, ଶܲ, ଷܲ, ସܲ от 

источников вторичных волн ܯଵ, ,ଶܯ ,ଷܯ  .ସܯ

В точках ܯଵ, ,ଶܯ ,ଷܯ  :௬ справедливы соотношения (рис. Б-2 а)ܧ ସ для проекции поляܯ

ଵሻܯ௬ሺܧ ൏ ଶሻܯ௬ሺܧ ;0 ൏ ଷሻܯ௬ሺܧ ;0  ସሻܯ௬ሺܧ ;0  0; 

หܧ௬ሺܯଵሻห ൌ หܧ௬ሺܯଶሻห ൌ หܧ௬ሺܯଷሻห ൌ หܧ௬ሺܯସሻห. 

Учитывая, что амплитуда сферической волны убывает как ଵ

 и устанавливая для каждой 

расчетной точки P соотношения между расстояниями ܯ ܲ  (݅ ൌ 1,4തതതത, ݇ ൌ 1,4തതതത) (например, для ଵܲ : 
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ଵܯ ଵܲ ൏൏ ଶܯ ଵܲ ൌ ଷܯ ଵܲ ൏ ସܯ ଵܲ (Рис. Б-2-б, в)), находим в точках ܲ значения ሺܧ௬ሻ (݅ ൌ 1,4തതതത), соз-

даваемые каждым источником вторичных волн ܯ. На (Рис. ZZ-г) условно показаны соотношения 

между ሺܧ௬ሻ от каждой из точек ܯ. 

Из результатов, изображенных на рис. Б-2 г, следует, что в точках ଵܲ  и ଷܲ  значение ܧ௬ 

(суммарной, от всех источников ܯ) одинаковы. То же справедливо для точек ଶܲ и ସܲ. Таким обра-

зом, максимумы в распределении ܧ௬ሺݔ ൌ 0, ,ݕ ሻ, расположенные вдоль прямых ߮ଵݖ ൌ గ
ସ
 и ߮ଷ ൌ ହగ

ସ
 

будут синфазны; максимумы, расположенные вдоль прямых ߮ଶ ൌ ଷగ
ସ

 и ߮ସ ൌ గ
ସ

 также будут син-

фазны. Причем максимумы, расположенные вдоль прямых ߮ଵ ൌ గ
ସ
 и ߮ଷ ൌ ହగ

ସ
 противофазны мак-

симумам, расположенным вдоль прямых ߮ଶ ൌ ଷగ
ସ

 и ߮ସ ൌ గ
ସ

. 

 

Приложение В. 

Пределы применимости и ограничения методов расчета. 

Метод Кирхгофа. 

1. Скалярный характер метода: компоненты вектора напряженности поля считаются неза-

висимыми (не принимается во внимание условие ݀݅ܧݒሬԦ ൌ 0), рассчитываются по отдельности, за-

тем из них составляется вектор напряженности поля. 

2. Математические допущения, сделанные при выводе окончательной формулы: ݇ · ܴ ب 1, 

где ݇ ൌ ଶగ
ఒ

, R – расстояние от точки M на волновом фронте до расчетной точки P. Кроме того, ин-

тегрирование проводится не по замкнутой поверхности (как того требует вторая теорема Грина, из 

которой выводится окончательная формула Кирхгофа), а по волновому фронту падающей волны. 

3. Физические допущения: излучение монохроматично, граничные условия на апертуре 

имеют вид: ሬܷሬԦ൫ ሬܴԦ൯ ൌ ൝
ሬܷሬԦሺܯሻ · ష·ೖ·ೝ


 , в пределах отверстия  

0 , за пределами отверстия
ൡ, т.е. предполагается, что поле не воз-

мущено токами, индуцированными полем на экране, что справедливо при ݇ · a ب 1, где a – линей-

ный размер апертуры. 

Метод Дебая. 
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Рис. В-1. Пояснения к пределу применимости метода Дебая 

В работе [3] показано, что при условии ݇ · ݂ ب గ

௦మሺഇ
మሻ

, (где ݇ ൌ ଶగ
ఒ

-апертурный угол) ин – ߠ ,

теграл Дебая (17) является решением уравнения Гельмгольца ଶܷ൫ ሬܴԦ൯  ݇ଶ · ܷ൫ ሬܴԦ൯ ൌ 0 и удовле-

творяет на апертуре граничным условиям вида ሬܷሬԦ൫ ሬܴԦ൯ ൌ ൝
ሬܷሬԦሺܯሻ · ష·ೖ·ೝ


 , в пределах отверстия  

0 , за пределами отверстия
ൡ . 

Решение представляет собой расходящуюся сферическую волну на бесконечности в полупро-

странстве ݔ  0 (рис. В-1). 
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