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Аннотация 

В рамках ограниченной круговой задачи трех тел 

описывается метод построения семейств  периодических 

орбит, каждая из которых  содержит участок перелета с 

орбиты искусственного спутника (ИС) меньшего тела на  

орбиту вокруг точки L1 или L2 систем Солнце – Земля и  

 Земля - Луна, участок многократного облета этой точки 

либрации  и участок возврата на орбиту ИС. Даются  

зависимости скорости в перицентре от радиуса перицентра. 
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Введение 

Орбиты в окрестности точек либрации L2 и L1 

привлекательны для многих космических проектов. С точки 

зрения энергетики наиболее выгодными являются 

одноимпульсные перелеты с орбит ИСЗ на такие орбиты. Для 

таких перелетов давно разрабатываются [1] ÷ [2] методы 

расчета. Эти методы достаточно сложны и трудоемки в 

программной реализации. Аппарат конструирования нужных 

орбит с помощью периодических решений круговой 

ограниченной задачи трех тел позволяет намного проще и 

нагляднее решить эту задачу. 

  

1. Плоская круговая ограниченная задача трех тел  

 [3] ÷ [5].  

Пусть две материальные точки с массами М1 и М2  движутся 

по круговым орбитам вокруг общего центра масс с угловой 

скоростью Ω  под действием взаимного ньютонианского 

притяжения, а третье тело имеет пренебрежимо малую массу. 

Проще всего уравнения движения третьего тела выглядят во 

вращающейся (синодической) системе координат в 

безразмерной форме. Начало координат находится в 

барицентре притягивающих тел, ось X1 направлена от тела 
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меньшей массы M2 к телу большей массы. Система вращается 

против часовой стрелки с угловой скоростью Ω ; в качестве 

единицы времени берется 1/Ω , единицы расстояния – 

постоянное расстояние R между притягивающими телами, 

единицы массы – (M1+M2). В этой системе притягивающие 

тела неподвижны и имеют координаты (m2, 0) и (-m1, 0), где  

m1 и m2 - их безразмерные массы, m1 = M1/(M1+M2), m2 = 

M2/(M1+M2).  

Для системы Земля - Луна используется R = 384400 км и  

m2 = 0.0121505816234336, для системы Солнце – 

(Земля+Луна) R равно астрономической единице, R = 149597870.661 

км и m2 = 0.0000030404235885. Далее вместо комбинации 

(Земля+Луна) мы будем писать просто Земля с этим 

значением m2. 

Функция Гамильтона H(x) вычисляется по формуле: 
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где r1  и r2  - расстояния до притягивающих тел.  Уравнения 

движения имеют вид: 

 
).(xHJx ′=

dt
d
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 Здесь x -четырехмерный вектор, компоненты которого xk 

и x2+k,  k=1,2 - канонически сопряженные (координаты и 

импульсы), H′(x) -четырехмерный вектор - градиент функции 

Гамильтона, а матрица четвертого порядка J имеет вид: 

0010
0001
1000
0100

−
−=J . 

Первых интегралов, отличных от интеграла энергии 

H(x)=const, нет и задача не интегрируется в квадратурах.  

Исторически принято интеграл энергии записывать в виде -

2H(x)=C, где C называется константой Якоби. 

Далее в тексте для наглядности вместо вектора x будут 

использоваться скаляры x,y,vx,vy. 

 2. Случай системы Солнце -Земля. 

 2.1. Семейства плоских периодических решений 

вокруг точек либрации L2 и L1. 

 Наиболее популярными решениями  плоской 

ограниченной задачи трех тел во вращающейся системе 

координат являются 5 положений равновесия – точки 

либрации L1÷L5. В этом разделе мы ограничимся 

рассмотрением двух коллинеарных (лежащих на оси X) точек 

L1 и L2 в системе Солнце - Земля. Точка L1 лежит между 
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притягивающими телами, а точка L2 – за меньшим телом. На 

рисунке 1. даны образцы орбит вокруг этих точек (семейства 

L2sz и L1sz). Здесь и далее расстояния задаются в тыс. км, 

орбиты изображаются во вращающейся геоцентрической 

системе координат. Точка (0,0) соответствует Земле, Солнце 

находится справа по оси Х на расстоянии одной 

астрономической единицы. Точки либрации L2 и L1 имеют 

координаты  (-1508.1381, 0) и (1497.1694, 0).  Эти и все 

рассматриваемые ниже орбиты симметричны относительно 

оси X и поэтому дважды пересекают вертикально эту ось [5]. 

В этих точках имеем:   y = vx = 0. Точку с меньшим x  мы 

далее обозначаем а1 (b1), с большим – а2  (b2).Любое такое 

решение задается значениями x  и vy в одной из этих точек. 
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      Рис. 1.  

2.2. Семейства плоских периодических решений первого 

рода вокруг Земли в системе Солнце - Земля. 

Простейшими  семействами плоских прямых (то есть 

облетающих Землю против часовой стрелки) периодических 

орбит вокруг Земли в системе Солнце - Земля являются 

аналоги семейства прямых круговых орбит невозмущенной 

задачи (при m2=1). Так как они не имеют “родителей”, то их 

называют решениями первого рода,  в отличие от 

порождаемых ими периодических решений  второго рода – 

аналогов эллиптических орбит. Оказывается, (как и в задаче 
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Хилла) таких семейств два и они почти взаимно симметричны 

относительно оси Y. Мы обозначили их szz1 и szz2; образцы 

орбит представлены на рис. 2. Заметим, что здесь мы 

поменяли нумерацию семейств по сравнению с предыдущими 

нашими публикациями. 
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       Рис. 2. 
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Видно, что при увеличении апогея орбиты семейств szz2 и 

szz1 теряют сходство с окружностью. Орбиты семейства szz2 

удаляются от Солнца, находящегося справа на расстоянии 

одной астрономической единицы от начала координат, а 

орбиты семейства szz1 наоборот, смещаются в сторону 

Солнца. Ясно, что  орбиты семейства szz1 перспективны для 

перехода с орбиты ИСЗ на  орбиту вокруг точки L1, а орбиты 

семейства szz2 – для перехода на  орбиту вокруг точки L2.  

  2.3.Одноимпульсный перелет с орбиты ИСЗ на  орбиту 

вокруг точки L2. 

Пусть высота орбиты ИСЗ в момент пересечения линии 

Земля - Солнце равна 200 км. Построим орбиту семейства szz2 

со значением радиуса перицентра 6.581340 тыс. км и 

изобразим ее на рисунке 3 сплошной линией. Период этой 

орбиты 196.73093 суток, а второе вертикальное  пересечение 

оси X (точка а1) происходит при  x = -1175.1182. Построим 

орбиту  семейства вокруг точки L2 с пересечением оси X 

(точка b2)  при  таком же x и изобразим ее на том же рисунке 

пунктиром. Период этой орбиты 182.39200 суток, а второе 

вертикальное  пересечение оси x (точка b1) происходит при x = 

-1727.9751.   



 10

-1750 -1500 -1250 -1000 -750 -500 -250 0 250

-1000

-800

-600

-400

-200

0

200

400

600

800

1000

Earth
L2

Y

X

b1 a1 a2b2

 
      Рис. 3. 

Орбиты касаются друг друга, но имеют различные скорости 

vy., значения которых для различных орбит семейств  szz2 и 

L2sz даны на графиках рисунка 4. 
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      Рис. 4. 

 Разность значений vy.при x==-1175.1182 равна 24.1 м/сек, 

то есть переход с орбиты семейства szz2 на ближайшую  

орбиту вокруг точки L2 требует малых затрат энергии.  

  Однако, согласно разработанному нами и 

описанному в препринте [6] методу, такие орбиты можно 

объединять в одну вообще без затрат энергии в точке а1. Для 

этого зададим, что у объединенной орбиты кроме двух 

вертикальных пересечений оси X (в точках а1 и а2) есть два 

наклонных (в точке а3) и малой вариацией скорости в перигее 

добьемся выполнения  условий периодичности. Построенная 

орбита дана на рисунке 5. 
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     Рис. 5 

  Аналогичным образом мы построили орбиту с 

двумя облетами точки L2 (рисунок 6). Здесь  имеем две пары 

наклонных пересечений оси Х (в точках а3 и а4). 
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     Рис. 6. 

  Как известно [3] ÷ [5], периодические решения 

неинтегрируемых задач существуют не изолированно, а в 

виде (обычно) однопараметрических семейств. Мы построили 

два семейства орбит (с одним и двумя облетами точки 

либрации). На рисунке 7 показаны зависимости длительности 

периодов T (в годах) от радиусов перигеев Rp для этих 
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семейств. Видно, что в обоих случаях одному значению Rp 

соответствуют два решения с разными значениями Т. Для 

приложений интерес представляют решения с меньшей 

длительностью периода. 
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    Рис. 7 

  2.4.Одноимпульсный перелет с орбиты ИСЗ на  

орбиту вокруг точки L1. 

Построим орбиту семейства szz1 со значением радиуса 

перицентра – 6.581340 тыс. км и, увеличивая число 

вертикальных пересечений оси X за полупериод с 2 до 3, 
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получаем орбиту с облетом точки L1, представленную на 

рисунке 8. 
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       Рис. 8. 

Увеличивая далее с 3 до 4 число вертикальных пересечений 

оси X за полупериод, получаем орбиту с двумя облетами 

точки L1, представленную на рисунке 9. 
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      Рис. 9. 

Построим два семейства таких орбит (с одним и двумя 

облетами точки либрации L1). ). На рисунке 10 показаны 

зависимости длительности периодов T (в годах) от радиусов 

перигеев Rp для этих семейств. В этом случае точка a1 

находится слева от Земли и значения скорости и координаты 

отрицательны. Видно, что в обоих случаях одному значению 

Rp также соответствуют два решения с разными значениями 

Т.  
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      Рис. 10. 

  Заменим теперь значения скоростей и радиусов 

перигея на их модули и данные, соответствующие 

однократным и двукратным облетам точек L1 и L2, 

представим в таблице 1. В первой строке – радиусы Rp, в 

следующих – обозначение семейства и требуемые значения 

скорости в км/сек. Для каждого семейства даны сначала 

скорости для орбит с меньшими, а затем с большими 

периодами. Видно, что от числа оборотов требуемая скорость 

зависит мало, следовательно, орбиты структурно 

неустойчивы. 
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         Таблица 1.  

 
 

 3.Случай системы Земля-Луна. 

  В этом случае меньшим телом является Луна и на 

рисунках начало системы координат находится в центре масс 

Луны. Используется m2 = 0.0121505816234336. Мы не будем 

повторять описание этапов построения нужных орбит, мало 

отличающихся от этапов для системы Солнце-Земля, и сразу 

приведем результаты. 

  На рисунке 11 дана орбита одноимпульсного 

перелета с орбиты искусственного спутника Луны на  орбиту 

вокруг точки L1 с одним облетом этой точки, на рисунке 12 с 

двумя и на рисунке 13 с тремя облетами. На рисунке 14 – 

увеличенный фрагмент рисунка 13. 
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     Рис. 11 
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     Рис. 12. 
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     Рис. 13. 
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     Рис. 14. 

Аналогичные графики для орбит вокруг точки L2 даны на 

рисунках 15÷18. Для разнообразия представлены орбиты из 

разных частей семейств. 
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     Рис. 15. 

 



 24

-80 -60 -40 -20 0 20

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

a1 a2a3 L2 Moon

Y

X

a4

      Рис. 16. 
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      Рис. 17. 
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     Рис. 18. 

 Заметим, что пример орбиты семейства с одним облетом 

дан на рисунке 33.4  нашей публикации 1997-го года [6]. 

Таблица 2 аналогична  таблице 1 и содержит данные для 

системы Земля – Луна. Орбиты с тремя облетами точки L1 и 

коротким периодом существуют только при радиусе 

переселения большем 6 и соответствующая строка в таблице 

отсутствует. 
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Таблица 2. 

 

4. Пространственный вариант одноимпульсного перелета 

с орбиты ИСЗ на  орбиту вокруг точки L2. в системе 

Солнце – Земля. 

Для проекта “Миллиметрон” и других проектов космических 

телескопов требуются орбиты не лежащие в плоскости 

эклиптики. Методика построения семейств пространственных 

периодических решений по плоским описана в частности в 

наших публикациях [7] ÷ [9]. В таблице 3 представлены 

решения семейства L22 c резонансами 1 ÷ 3 по вертикали. Во 

втором и четвертом столбцах указаны координаты точек 

пересечения оси Х (в тысячах км), в третьем и пятом - 

скорость Vy (в км/сек), в шестом – длительность периода (в 
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годах), в седьмом – константа Якоби, в восьмом – параметр s2, 

в девятом - кратность резонанса p/q. В строках 1,5 и 6 имеем 

резонанс 1/1. Мы построили и проанализировали 3 семейства 

пространственных орбит, порожденных этими плоскими. 

Наиболее подходящими для проекта “Миллиметрон” 

оказались орбиты, порожденные 5-й строкой.  

Таблица 3. 

 

Наиболее подходящими для проекта “Миллиметрон” 

оказались орбиты, порожденные 5-й строкой. Они 

симметричны вокруг гиперплоскостей Y и Vz. Образец такой 

орбиты в эклиптической системе, вращающейся вокруг Земли, 

дан на рисунке 19. Полный период – 613.7 суток, из которых 
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по 112 суток занимают участки входа и схода с  орбит вокруг 

точки L2 и по 194.85 – каждый из двух облетов. 
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      Рис. 19. 
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      Рис. 20. 

Эта же  орбита в инерциальной эклиптической системе с 

началом координат в центре Земли дана рисунке 20.  

Предложенные орбиты могут использоваться как начальное 

приближение при построении реальных орбит. 
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