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Переходное излучение в двугранном угле  
А.В.Кольцов, А.В.Серов 

 
Решена задача возбуждения переходного излучения в двугранном угле,  

образованном идеально проводящими плоскостями. Поле возбуждается 

релятивистской заряженной частицей  влетающей в двугранный угол 

перпендикулярно его ребру. Определено пространственное 

распределение поля излучения.  Проведены расчеты угловых 

распределений интенсивности излучения в двугранных углах с 

различными углами раствора. Рассмотрены особенности  переходного 

излучения в двугранном угле. 
 



Ââåäåíèå

Èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ïåðåñå÷åíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöåé ãðàíè-

öû ðàçäåëà äâóõ ñðåä, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ïîçâîëÿþùèìè èñïîëüçîâàòü

åãî ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ [1]. Â òåîðèè ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ

íàèáîëåå ïðîñòûì è î÷åíü âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ èçëó÷å-

íèå, âîçíèêàþùåå ïðè ïàäåíèè ÷àñòèöû íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ ïëîñ-

êîñòü. Ýòà çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà óæå â ïåðâîé ðàáîòå Â.Ë.Ãèíçáóðãà è

È.Ì.Ôðàíêà ïî òåîðèè ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ [2]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòè ïîä ïðÿìûì óãëîì èçëó÷àåìàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà íó-

ëþ ïî íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè ÷àñòèöû è ìàêñèìàëüíà ïîä óãëîì θm ' γ−1

ê íàïðàâëåíèþ ñêîðîñòè, ãäå γ - îòíîñèòåëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû. Èññëå-

äîâàíèå èçëó÷åíèÿ íà áîëåå ñëîæíûõ ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ïîêàçàëî, ÷òî

â ýòèõ ñëó÷àÿõ â ñïåêòðàëüíî-óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå

îñîáåííîñòè, ðàñøèðÿþùèå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåõîäíîãî èçëó-

÷åíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Îäíîé èç òàêèõ ïîâåðõíîñòåé ðàçäåëà äâóõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü,

èìåþùàÿ ôîðìó äâóãðàííîãî óãëà. Ñâîéñòâà ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ ãå-

íåðèðóåìîãî ïðè ïåðåñå÷åíèè ÷àñòèöåé äâóãðàííîãî óãëà èññëåäîâàëèñü

òåîðåòè÷åñêè [3,4] è ýêñïåðèìåíòàëüíî [5]. Â ðàáîòå [3] áûëî ðàññìîòðå-

íî ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå çàðÿæåííîé ÷àñòèöû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èäåàëüíî

ïðîâîäÿùàÿ ïîâåðõíîñòü îáðàçîâàíà äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè ñîñòàâëÿþùèìè

äâóãðàííûé óãîë ñ ðàñòâîðîì α = 90◦. Â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàëñÿ áîëåå

îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ íå òîëüêî ïîä ïðÿìûì óãëîì,

à ïîä óãëîì α = π/m, ãäå m � öåëîå ÷èñëî. Â ýòîé ðàáîòå äëÿ îïèñàíèÿ

ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä çåðêàëüíûõ èçîáðàæåíèé. Íà

âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà â çàäà÷å î ïåðåõîäíîì èçëó÷åíèè

÷àñòèöû ïåðåñåêàþùåé ïðîâîäÿùóþ ïëîñêîñòü óêàçûâàëîñü åùå â ðàáîòå

[2]. Îòìå÷àëîñü, ÷òî ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïëîñêî-

ñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èçëó÷åíèå äâóõ ÷àñòèö: ðåàëüíîé ÷àñòèöû ñ
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çàðÿäîì q è çåðêàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì −q. Ïðè ïàäåíèè
íà èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ ïëîñêîñòü çàðÿä è åãî èçîáðàæåíèå âñòðå÷àþòñÿ

â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè. Âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì èçëó÷åíèå ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó èçëó÷åíèé ãåíåðèðóåìûõ ïðè îñòàíîâêå çàðÿäà è

åãî èçîáðàæåíèÿ. Â îáëàñòè îïòè÷åñêèõ ÷àñòîò â êà÷åñòâå èäåàëüíî ïðîâî-

äÿùèõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìåòàëëè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Ñ óâåëè÷åíèåì

÷àñòîòû äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε ñïàäàåò è ïðè ω → ∞ ε → 1.

Ïî ãðóáûì îöåíêàì ÷àñòîòà, äî êîòîðîé ìåòàëëû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê èäåàëüíûå ïðîâîäíèêè, èìååò ïîðÿäîê ω ≈ 1016 ñåê−1.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ïåðåõîäíîãî èçëó÷å-

íèÿ â äâóãðàííîì óãëå ñ ïðîèçâîëüíîé âåëè÷èíîé óãëà ðàñòâîðà. Ïðè ýòîì

èçëó÷åíèå ãåíåðèðóåìîå ïðè ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì èçëó÷åíèÿ â äâóãðàííîì óãëå ñ ðàñòâîðîì 180◦. Äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, âîçáóæäåííûõ âíåøíèì èñòî÷íèêîì â

äâóãðàííîì óãëå, èñïîëüçîâàëñÿ òðàäèöèîííûé ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèé ìå-

òîä, ïðèìåíÿååìûé ïðè ðàññìîòðåíèè ïîëåé âîçáóæäåííûõ â çàêðûòûõ

âîëíîâîäàõ [6,7]. Â ýòîì ìåòîäå ïîëå â âîëíîâîäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëè-

íåéíîé êîìáèíàöèè ïîëåé ñîáñòâåííûõ âîëí äâóõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ: ïîïå-

ðå÷íî ýëåêòðè÷åñêèõ âîëí (Í-âîëí) è ïîïåðå÷íî ìàãíèòíûõ âîëí (Å-âîëí).

Ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà

c = 1. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.1. Äâóãðàííûé óãîë îáðàçî-

âàí ïðè ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòåé, îáëàäàþùèõ èäåàëüíîé ïðîâîäèìîñòüþ.

Ðàñòâîð äâóãðàííîãî óãëà ðàâåí α. Îñü z ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäè-

íàò íàïðàâëåíà ïî ïðÿìîé ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòè, îáðàçóþùèå

äâóãðàííûé óãîë, à îñü x - âäîëü îäíîé èç ïëîñêîñòåé. Çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà

q âûëåòàåò èç òî÷êè ðàñïîëîæåííîé íà ðåáðå äâóãðàííîãî óãëà è äâèæåòñÿ

ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû ëåæèò â ïëîñêîñòè xy

è íàïðàâëåí ïîä óãëîì ϕo ê îñè x. ×åðåç ϕ îáîçíà÷åí óãîë ìåæäó îñüþ x

2



è ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü xy ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç íà÷àëà êîîðäèíàò â

òî÷êó íàáëþäåíèÿ P .

Äâóãðàííûé óãîë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàïðàâëÿþùóþ ñòðóêòóðó îäíî-

ðîäíóþ âäîëü ïðîäîëüíîé îñè z. Â âîëíå, áåãóùåé âäîëü îñè z, çàâèñèìîñòü

âñåõ âåëè÷èí îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì exp i(ωt−kzz), ãäå kz - ïðîäîëüíîå

âîëíîâîå ÷èñëî, ω - ÷àñòîòà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Ýëåêòðîìàãíèòíûå

ïîëÿ E(x, y, z, t) è H(x, y, z, t) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

E(x, y, z, t) =
∫
Eωkz(x, y) ei(ωt−kzz)dωdkz (1)

H(x, y, z, t) =
∫
Hωkz(x, y) ei(ωt−kzz)dωdkz, (2)

ãäå Eωkz(x, y),Hωkz(x, y) - Ôóðüå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ïî ω è kz, îïðåäåëÿ-

åìûå âûðàæåíèÿìè

Eωkz(x, y) =
1

(2π)2

∫
E(x, y, z, t) e−i(ωt−kzz)dωdkz (3)

Hωkz(x, y) =
1

(2π)2

∫
H(x, y, z, t) e−i(ωt−kzz)dωdkz. (4)

Â äàëüíåéøåì íèæíèå èíäåêñû ωkz ó Ôóðüå ïðåäñòàâëåíèé ïîëåé áóäóò

îïóñêàòüñÿ.

Ïî óñëîâèÿì çàäà÷è ïðîäîëüíàÿ êîìïîíåíòà ïëîòíîñòè òîêà jz ðàâíà

íóëþ è â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíû íóëþ ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû ïëîòíîñòè

òîêà jx è jy. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

3
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rotH =
∂E

∂t
+ 4πj divE = 4π% (5)

rotE = −∂H
∂t

divH = 0, (6)

ãäå % - ïëîòíîñòü çàðÿäà, ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂Hz

∂y
+ ikzHy = 4πjx + iωEx (7)

∂Hz

∂x
+ ikzHx = −4πjy − iωEy (8)

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= iωEz (9)

∂Ex

∂x
+
∂Ey

∂y
− ikzEz = 4π% (10)

∂Ez

∂y
+ ikzEy = −iωHx (11)

∂Ez

∂x
+ ikzEx = iωHy (12)

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
= −iωHz (13)

∂Hx

∂x
+
∂Hy

∂y
− ikzHz = 0 (14)

Èç (7)-(14) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïî ïðîäîëüíûì êîìïî-

íåíòàì Ez è Hz îïðåäåëèòü âñå ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû ïîëåé

Hx =
1

k2⊥

(
iω
∂Ez

∂y
− ikz

∂Hz

∂x
− 4πikzjy

)
(15)

Hy =
1

k2⊥

(
−iω∂Ez

∂x
− ikz

∂Hz

∂y
+ 4πikzjx

)
(16)

Ex =
1

k2⊥

(
−ikz

∂Ez

∂x
− iω∂Hz

∂y
+ 4πiωjx

)
(17)

Ey =
1

k2⊥

(
−ikz

∂Ez

∂y
+ iω

∂Hz

∂x
+ 4πiωjy

)
(18)
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ãäå ∆2 - äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà, k2⊥ - ïîïåðå÷íîå âîëíîâîå ÷èñëî,

k2⊥ = k2 − k2z , k = ω , è íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà ñ ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè

∆2Ez + k2⊥Ez = −4πikz% Ez|S = 0 (19)

∆2Hz + k2⊥Hz = 4π

(
∂jx
∂y
− ∂jy
∂x

)
∂Hz

∂n
|S = 0 (20)

Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äâóãðàííîãî óãëà ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç ðå-

øåíèé âîëíîâûõ óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

∆2Ez + k2⊥Ez = 0 Ez|S = 0 (21)

∆2Hz + k2⊥Hz = 0
∂Hz

∂n
|S = 0. (22)

Â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äâóãðàííîãî óãëà âûáèðàåì [6,7]

Φm = sin(νmϕ)Jνm(ρ), (23)

ãäå ν = π
α , ρ =

√
x2 + y2, ϕ - óãîë ìåæäó îñüþ x è ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü

xy ïðÿìîé, ïðîâåäåííîé èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó íàáëþäåíèÿ.

Ïîñòðîèì ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ èäåàëüíî ïðîâîäÿ-

ùèõ ïëîñêîñòåé. Äëÿ E-âîëí ôóíêöèÿ Ãðèíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-

íåíèþ

∆2G
E + k2⊥G

E = −4πδ(ρ− ρ′), (24)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì GE|S = 0, k2⊥ > 0.

Ïðåäñòàâèì δ-ôóíêöèþ â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (24) â âèäå ïðîèçâå-

äåíèÿ äâóõ δ-ôóíêöèé

δ(ρ− ρ′) =
1

ρ′
δ(ρ− ρ′)δ(ϕ− ϕ′).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå δ(ϕ− ϕ′)-ôóíêöèè â ðÿä ïî ñèíóñàì

δ(ϕ− ϕ′) =
2

α

∞∑
m=1

sin(νmϕ) sin(νmϕ′), (25)
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à δ(ρ− ρ′) â èíòåãðàë ïî Áåññåëåâûì ôóíêöèÿì

δ(ρ− ρ′) =
∞∫
0

Jνm(ρt) Jνm(ρ′t) ρ′tdt (26)

Èìååì

δ(ρ− ρ′) =
2

α

∞∑
m=1

sin(νmϕ) sin(νmϕ′)
∞∫
0

Jνm(ρt) Jνm(ρ′t) tdt. (27)

Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) â âèäå

GE =
2

α

∞∑
m=1

∞∫
0

Am(t) sin(νmϕ) Jνm(ρt) tdt. (28)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) è (28) â óðàâíåíèå (24) ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî-

ëó÷àåì
2

α

∞∑
m=1

∞∫
0

Am(t) sin(νmϕ) Jνm(ρt) (k2⊥ − t2) tdt = (29)

−8π

α

∞∑
m=1

sin(νmϕ) sin(νmϕ′)
∞∫
0

Jνm(ρt) Jνm(ρ′t) tdt,

îòêóäà íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Am(t)

Am(t) = − 4π

k2⊥ − t2
sin(νmϕ′) Jνm(ρ′t). (30)

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (29) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [8]

∞∫
0

Jνm(ρt) Jνm(ρ′t)
t

k2⊥ − t2
dt =


iπ
2H

(2)
νm(k⊥ρ

′)Jνm(k⊥ρ) ρ < ρ′

iπ
2H

(2)
νm(k⊥ρ)Jνm(k⊥ρ

′) ρ > ρ′.
(31)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

GE =


− i4π2

α

∞∑
m=1

sin(νmϕ) sin(νmϕ′)H(2)
νm(k⊥ρ

′)Jνm(k⊥ρ) ρ < ρ′

− i4π2

α

∞∑
m=1

sin(νmϕ) sin(νmϕ′)H(2)
νm(k⊥ρ)Jνm(k⊥ρ

′) ρ > ρ′.

(32)

Äëÿ H-âîëí ôóíêöèÿ Ãðèíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
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∆2G
H + k2⊥G

H = −4πδ(ρ− ρ′), (33)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ∂GE

∂n |S = 0, k2⊥ > 0.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ δ(ϕ− ϕ′)-ôóíêöèè â ðÿä ïî êîñèíóñàì

δ(ϕ− ϕ′) =
1

α

∞∑
m=0

εm cos(νmϕ) cos(νmϕ′) εm =


1 m = 0

2 m > 0
(34)

è ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûïîëíåíûì ðàíåå ïðè ïîñòðîåíèè

ôóíêöèè Ãðèíà GE, ïîëó÷àåì

GH =


−i2π2

α

∞∑
m=1

εm cos(νmϕ) cos(νmϕ′)H(2)
νm(k⊥ρ

′)Jνm(k⊥ρ) ρ < ρ′

−i2π2

α

∞∑
m=1

εm cos(νmϕ) cos(νmϕ′)H(2)
νm(k⊥ρ)Jνm(k⊥ρ

′) ρ > ρ′.

(35)

Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà îïðåäåëÿþòñÿ èç

ñîîòíîøåíèé

E =
∫
GE(ρ,ρ′)ik⊥%dρ

′ (36)

H =
∫
GH(ρ,ρ′)(

∂jy
∂x
− ∂jx
∂y

)dρ′. (37)

Ïëîòíîñòü çàðÿäà è ïëîòíîñòü òîêà ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ v ïî ðàäèóñó, ëåæàùåìó â ïëîñêîñòè xy, è ïîä óãëîì ϕo ê îñè x

(ñì. ðèñ.1) â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíè-

ÿìè

% =
q

ρ
δ(ρ− vt) δ(ϕ− ϕo) δ(z)

jρ =
qv

ρ
δ(ρ− vt) δ(ϕ− ϕo) δ(z)

jϕ = 0

Ôóðüå ïðåäñòàâëåíèÿ ïî ω è kz ïëîòíîñòè çàðÿäà è ïëîòíîñòè òîêà èìå-

þò âèä

% =
q

(2π)2vρ
δ(ϕ− ϕo) e−iχρ (38)

j =
q

(2π)2ρ
δ(ϕ− ϕo) e−iχρ, (39)
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ãäå χ = ω
v .

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ Ãðèíà GH (35) è ïëîòíîñòü òîêà (39) â (37), ïîëó-

÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ

Hz =
iq

2α

∞∑
m=0

εm

α∫
0

cos(νmϕ) cos(νmϕ′)δ′(ϕ′ − ϕ0)dϕ
′ × (40)

 ρ∫
0

H(2)
νm(k⊥ρ)Jνm(k⊥ρ

′)
e−iχρ

′

ρ′
dρ′ +

∞∫
ρ

H(2)
νm(k⊥ρ

′)Jνm(k⊥ρ)
e−iχρ

′

ρ′
dρ′

 .
Èíòåãðèðóÿ ïî dϕ′ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷ëåí ñ m = 0 ðàâåí íóëþ ïîëó÷àåì

Hz =
−iq
α

∞∑
m=1

(νm) sin(νmϕ0) cos(νmϕ) × (41)

 ρ∫
0

H(2)
νm(k⊥ρ)Jνm(k⊥ρ

′)
e−iχρ

′

ρ′
dρ′ +

∞∫
ρ

H(2)
νm(k⊥ρ

′)Jνm(k⊥ρ)
e−iχρ

′

ρ′
dρ′

 .
Â âîëíîâîé çîíå ïðè ρ→∞ ïîëå Hz ðàâíî

Hz =
−iq
α

∞∑
m=1

(νm) sin(νmϕ0) cos(νmϕ) H(2)
νm(k⊥ρ)

∞∫
0

Jνm(k⊥ρ
′)
e−iχρ

′

ρ′
dρ′.

(42)

Òàê êàê k⊥ ≤ ω, ñëåäîâàòåëüíî âñåãäà χ > k⊥. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë â

ïðàâîé ÷àñòè (42) ðàâåí [9]

∞∫
0

Jνm(k⊥ρ
′)
e−iχρ

′

ρ′
dρ′ =

kνm⊥ e−iνmπ/2

νm(χ+
√
χ2 − k2⊥)νm

. (43)

Ïîäñòàâëÿÿ (43) â (42) è ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòèêó ôóíêöèé Ãàíêåëÿ

H(1,2)
p (x) ≈

√√√√ 2

πx
e±i(x−

pπ
2 −

π
2 ),

ïîëó÷àåì

Hz =
−iq
α

√√√√ 2

πk⊥ρ
e−i(k⊥ρ−

π
4 )
∞∑
m=1

kνm⊥
sin(νmϕ0) cos(νmϕ)

(χ+
√
χ2 − k2⊥)νm

= (44)

−i
2

√√√√ 2

πk⊥ρ
e−i(k⊥ρ−

π
4 )KH(kz).
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×åðåç KH(kz) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ

KH(kz) =
2q

α

∞∑
m=1

kνm⊥
sin(νmϕ0) cos(νmϕ)

(χ+
√
χ2 − k2⊥)λm

= (45)

Im

 q
α

∞∑
m=1

kνm⊥
(χ+

√
χ2 − k2⊥)νm

(
eiνm(ϕ0−ϕ) + eiνm(ϕ0+ϕ)

) = Im

 q
α

∞∑
m=0

(hm+ + hm−)



KH(kz) =
qh

α

 sin ν(ϕ0 − ϕ)

1 + h2 − 2h cos ν(ϕ0 − ϕ)
+

sin ν(ϕ0 + ϕ)

1 + h2 − 2h cos ν(ϕ0 + ϕ)

 ,
(46)

ãäå

h =

 k⊥

χ+
√
χ2 − k2⊥

ν

h+ =

 k⊥

χ+
√
χ2 − k2⊥

ei(ϕ0+ϕ)

ν h− =

 k⊥

χ+
√
χ2 − k2⊥

ei(ϕ0−ϕ)
ν .

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîë-

íû. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì ôóíêöèþ Ãðèíà GE (32) â âûðàæåíèå (36) è ïîñëå

èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

Ez =
−i
2

√√√√ 2

πk⊥ρ
e−i(k⊥ρ−

π
4 )KE(kz), (47)

ãäå ÷åðåç KE(kz) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ

KE(kz) =
2kzq

αv
√
χ2 − k2⊥

∞∑
m=1

kνm⊥
sin(νmϕ0) sin(νmϕ)

(χ+
√
χ2 − k2⊥)νm

= (48)

Re
kzq

αv
√
χ2 − k2⊥

∞∑
m=0

(hm+ − hm−)

KE(kz) =
kzq

αv
√
χ2 − k2⊥

 1− h cos ν(ϕ0 − ϕ)

1 + h2 − 2h cos ν(ϕ0 − ϕ)
− 1− h cos ν(ϕ0 + ϕ)

1 + h2 − 2h cos ν(ϕ0 + ϕ)

 .
(49)

Çíàÿ âûðàæåíèÿ îïèñûâàþùèå Ez è Hz ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðîìàãíèò-

íîé âîëíû, ìîæíî îïðåäåëèòü âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû. Äëÿ öèëèíäðè-

÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìååì

Eρ = − 1

k2⊥ρ

(
ikzρ

∂Ez

∂ρ
+ iω

∂Hz

∂ϕ

)
, Eϕ = − 1

k2⊥ρ

(
ikz

∂Ez

∂ϕ
− iωρ∂Hz

∂ρ

)
(50)
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Hρ =
1

k2⊥ρ

(
iω
∂Ez

∂ϕ
− ikzρ

∂Hz

∂ρ

)
, Hϕ = − 1

k2⊥ρ

(
iωρ

∂Ez

∂ρ
+ ikz

∂Hz

∂ϕ

)
. (51)

Äèôôåðåíöèðóÿ è îñòàâëÿÿ îñíîâíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì

Eρ = − kz
k⊥
Ez, Eϕ =

ω

k⊥
Hz (52)

Hρ = − kz
k⊥
Hz, Hϕ = − ω

k⊥
Ez. (53)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè W èçëó÷åííîé â èíòåðâàë ÷àñòîò dω â òåëåñ-

íîì óãëå dΩ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü Ôóðüå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ ïî dω. Äëÿ

ýòîãî óìíîæàåì íà e−ikzz âûðàæåíèÿ äëÿ Ez è Hz è èíòåãðèðóåì ïî dkz.

Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ðåáðà (ïðè

ρ→∞), òî èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî ïðîâåñòè ìåòîäîì ñòàöèîíàðíîé ôàçû.

Â ðåçóëüòàòå èìååì

Ez = KE(ω cos θ)
e−iωr

r
, Hz = KH(ω cos θ)

e−iωr

r
(54)

ãäå ÷åðåç θ îáîçíà÷åí óãîë ìåæäó ïðîäîëüíîé îñüþ z è ïðÿìîé íàïðàâëåí-

íîé â òî÷êó íàáëþäåíèÿ. Ôóíêöèè KE è KH ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

KE(ω cos θ) =
q cos θ

α
√

1− v2 sin2 θ

 1− h cos ν(ϕ0 − ϕ)

1 + h2 − 2h cos ν(ϕ0 − ϕ)
− (55)

− 1− h cos ν(ϕ0 + ϕ)

1 + h2 − 2h cos ν(ϕ0 + ϕ)



KH(ω cos θ) =
qh

α

 sin ν(ϕ0 − ϕ)

1 + h2 − 2h cos ν(ϕ0 − ϕ)
+ (56)

+
sin ν(ϕ0 + ϕ)

1 + h2 − 2h cos ν(ϕ0 + ϕ)



h =

(
v sin θ

1 +
√

1− v2 sin2 θ

)ν
(57)
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Eρ = −cos θ

sin θ
Ez, Eϕ =

1

sin θ
Hz (58)

Hρ = −cos θ

sin θ
Hz, Hϕ = − 1

sin θ
Ez. (59)

Ïðè âûáðàííîé íîðìèðîâêå ýíåðãèÿ W , èçëó÷àåìàÿ â èíòåðâàë ÷àñòîò dω

â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà dΩ, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

dW

dωdΩ
= HωH

∗
ωr

2. (60)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Hω =

√
K2
H+K2

E

sin θ
eiωr

r , ïîëó÷àåì

dW

dωdΩ
=
K2
H +K2

E

sin2 θ
. (61)

Ñîîòíîøåíèÿ (61), (55) è (56) ïîçâîëÿþò îïèñàòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèå ÷àñòèöû âûëåòàþùåé èç

ðåáðà äâóãðàííîãî óãëà.

Îñîáåííîñòè ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ â äâóãðàííîì óãëå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñòè xy.

Â ýòîì ñëó÷àå óãîë θ ìåæäó ïðîäîëüíîé îñüþ z è ïðÿìîé, íàïðàâëåííîé â

òî÷êó íàáëþäåíèÿ, ðàâåí π/2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ = (1− v2)−1/2 ïðèâåäåí-
íóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû.

Íà ðèñ.2 ïðèâåäåíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â ïëîñêîñòè

xy ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ ðàñòâîðà. ×àñòèöû èíæåêòèðóþòñÿ âäîëü áèñ-

ñåêòðèñû äâóãðàííîãî óãëà, ò.å. ïðè óñëîâèè (ϕo = α/2), à ïðèâåäåííàÿ

ýíåðãèÿ ÷àñòèö ðàâíà γ = 15. Ïðè áîëüøèõ óãëàõ ðàñòâîðà ìàêñèìàëüíàÿ

èíòåíñèâíîñòü íàáëþäàåòñÿ ïîä óãëàìè |ϕ− ϕo| = γ−1 ≈ 4◦ ê ñêîðîñòè ÷à-

ñòèöû. Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ âäîëü ïëîñêîñòåé

äâóãðàííîãî óãëà ìàêñèìàëüíà, êîãäà óãîë ðàñòâîðà ðàâåí α = 10◦ ≈ 2γ−1.

Óìåíüøåíèå è óâåëè÷åíèå óãëà ðàñòâîðà ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ýòîé èí-

òåíñèâíîñòè.
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Âûðàæåíèå (56) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íàïðàâëåíèå ìàêñèìàëüíîé èí-

òåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè KH áóäåò äîñòèãàòüñÿ ïðè

óñëîâèè

cos(νϕ) =
4h2 cos(νϕo)± (1− h2)

√
(1 + h2)2 − 4h2 cos2(νϕo)

2(1 + h2)h
= X. (62)

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòèöà èíæåêòèðóåòñÿ âäîëü áèññåêòèñû äâóãðàííîãî

óãëà (ò.å.ϕo = α/2), cos(νϕo) = 0, è óãëû ϕ+
max è ϕ−max, ïîä êîòîðûìè

íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü W±
max, ñîâïàäàþò ïî âåëè÷èíå

è îòëè÷àþòñÿ çíàêàìè. Óãîë ϕ+
max > ϕo, à óãîë ϕ−max < ϕo. Åñëè ÷àñòèöà

èíæåêòèðóåòñÿ ïîä äðóãèìè óãëàìè (ò.å.ϕo 6= α/2) , òî â îáùåì ñëó÷àå

W+
max 6= W−

max è ϕ
+
max 6= ϕ−max.

Åñëè |X| < 1 , èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ìàêñèìóì â ïðî-

ñòðàíñòâå ìåæäó ãðàíÿìè äâóãðàííîãî óãëà. Èíòåíñèâíîñòü â ìàêñèìóìàõ
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ðàâíà

dI±max
dωdΩ

=

 q sin(νϕo)(1 + h2)2

2α(1− h2)[
√

(1 + h2)2 − 4h2 cos2(νϕo)± (1− h2) cos(νϕo)]

2

.

(63)

Èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè X îò cos(νϕo) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ

óñëîâèÿ |X| < 1 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ ϕ íåîáõîäèìî, ÷òîáû |X| < 1

ïðè cos(νϕo) = 1. Ýòî âîçìîæíî, åñëè

4h2 − (1− h2)2

2(1 + h2)h
> −1, (64)

÷òî âåäåò ê óñëîâèþ h > 2−
√

3 èëè

γ >
1 + (2−

√
3)

2
ν

1− (2−
√

3)
2
ν

. (65)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè íåêîòîðûõ óãëàõ èíæåêöèè ϕo âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

|X| < 1 äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ óãëîâ íàáëþäåíèÿ ϕ, íåîáõîäèìî ÷òîáû |X| <
1 ïðè cos(νϕo) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

(1− h2)(1 + h2)

2(1 + h2)h
< 1, (66)

÷òî âåäåò ê óñëîâèþ h >
√

2− 1 èëè

γ >
1 + (

√
2− 1)

2
ν

1− (
√

2− 1)
2
ν

. (67)

Óãîë, ïðè êîòîðîì èçëó÷åíèå ðàâíî íóëþ, îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ

(1 + h2) cos(νϕ)− 2h cos(νϕo) = 0, (68)

÷òî äàåò

cos(νϕ) =
2h cos(νϕo)

(1 + h2)
. (69)

Åñëè |X| ≥ 1, èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìîâ íà ïëîñêî-

ñòÿõ äâóãðàííîãî óãëà ïðè ϕ = 0 è ϕ = α. Âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè â ýòîì

ñëó÷àå ðàâíà

dW±
max

dωdΩ
=

 2qh sin(νϕo)

α[1 + h2 ± 2h cos(νϕo)]

2

. (70)

13



Íà ðèñ.3 ïðèâåäåíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïðè èíæåêöèè

÷àñòèö ñ ýíåðãèåé γ = 15 ïîä óãëîì ϕ=2◦ ê áèññåêòðèñå äâóãðàííîãî óãëà.

Çàâèñèìîñòè ïîñòðîåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ ðàñòâîðà α. Âèäíî, ÷òî ïðè

óãëàõ ðàñòâîðà α >> γ−1 (α = 60◦ − 90◦) îòêëîíåíèå íàïðàâëåíèÿ èíæåê-

öèè îò áèññåêòðèñû äâóãðàííîãî óãëà ïðàêòè÷åñêè íå íàðóøàåò ñèììåòðèè

óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Àñèììåòðèÿ ñòàíîâèòñÿ çàìåòíîé ïðè óãëàõ ðàñ-

òâîðà α = 30◦−20◦. Ïðè óãëå ðàñòâîðà α ' 2γ−1 èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ

âäîëü ïëîñêîñòåé óãëà ðàçëè÷àþòñÿ â 3.5 ðàçà.

Çàêëþ÷åíèå

Ðåøåíà çàäà÷à âîçáóæäåíèÿ ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ â äâóãðàííîì óãëå. Ïî-

ëó÷åíû âûðàæåíèÿ îïèñûâàþùèå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷å-

íèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî çàâèñèìîñòü óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé èçëó÷åíèÿ â äâó-

ãðàííîì óãëå îò ýíåðãèè è íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö áîëåå ñèëüíàÿ,

÷åì â ñëó÷àå ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ íà ïëîñêîé ãðàíèöå ðàçäåëà. Ýòî ðàñ-
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øèðÿåò âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïåðåõîäíîãî èçëó÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè,

äëÿ äèàãíîñòèêè ïàðàìåòðîâ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.

Àâòîðû áëàãîäàðíû Á.Ì.Áîëîòîâñêîìó çà îáñóæäåíèå ðàáîòû.
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