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Ô èçè÷åñêèå î ñí î âàí èÿ ñèì ì åòâèéí î ãî èññëåäî âàí èÿ
êî í ô èãóðàöèé ï î ëÿ ï ó÷êî â ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â

âàêóóì å

À . Í . Ë î ãóí î â

ÀÍ Í Î ÒÀÖÈß

Â ñòàòüå âï åðâû å ï î ñòðî åí à ï î ñëåäî âàòåëüí àÿ è ãëóáî êàÿ ôèçè÷åñêàÿ
òåî ðèÿ âî ëí î âî ãî ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ï óñòû õ ðåçî í àòî ðàõ
êëàññè÷åñêî ãî òèï à è çà èõ ï ðåäåëàì è. Î í à èñï î ëüçî âàí à äëÿ î ï ðåäåëåí èÿ
êî í ôèãóðàöèé ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ, êî òî ðû å çàòåì èññëåäóþ òñÿ
ì åòî äàì è ì àòåì àòè÷åñêî é òåî ðèè ãëî áàëüí î ãî àí àëèçà ôèçè÷åñêèõ î áúåêòî â.
Èçëî æåí à ñóù í î ñòü ýòî é òåî ðèè è åå ï ðèëî æåí èé. Å¸ ýëåì åí òû
èñï î ëüçî âàí û äëÿ ñèì ì åòðèéí î ãî èçó÷åí èÿ êî í ôèãóðàöèé ï î ëÿ ëàçåðí î ãî
èçëó÷åí èÿ. Ï ðî âåäåí à êëàññèôèêàöèÿ ï ÿòè ñèñòåì ñ ðàçëè÷í û ì è
ãåî ì åòðèÿì è êëàññè÷åñêèõ ðåçî í àòî ðî â ï î ñëî æí î ñòè ñèì ì åòðèéí î é
ñòðóêòóðû ï î ëÿ â ðåçî í àòî ðàõ è çà èõ ï ðåäåëàì è. Î áí àðóæåí à êî í ô î ðì í àÿ
ñèì ì åòðèÿ ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â äàëüí åé çî í å.
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Ô èçè÷åñêèå î ñí î âàí èÿ ñèì ì åòðèéí î ãî èññëåäî âàí èÿ
êî í ô èãóðàöèé ï î ëÿ ï ó÷êî â ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â
âàêóóì å.

1. Ââåäåí èå
Î áù åèçâåñòí à âàæí àÿ ðî ëü ñèì ì åòðèéí ûõ òåî ðåòèêî -ãðóï ï î âûõ

ì åòî äî â èçó÷åí èÿ ôèçè÷åñêèõ î áúåêòî â. Î í è ï î çâî ëÿþ ò èçî áðàçèòü
ôèçè÷åñêèé î áúåêò â êî ì ï àêòí î é, ãåî ì åòðè÷åñêè í àãëÿäí î é ôî ðì å, óäî áí î é
äëÿ åãî ñì û ñëî âî ãî âî ñï ðèÿòèÿ è èçó÷åí èÿ. Äî ï î ñëåäí åãî ì î ì åí òà âðåì åí è
òåî ðåòèêî -ãðóï ï î âû å ì åòî äû èí òåí ñèâí î èñï î ëüçî âàëèñü â êâàí òî âî é
ì åõàí èêå ï ðè èçó÷åí èè âî ëí î âî é ñòðóêòóðû ÿäðà, àòî ì î â, ì î ëåêóë,
êðèñòàëëî â è äð.. Ñ äðóãî é ñòî ðî í û , í àì í å èçâåñòí î í è î äí î ãî ï ðèì åðà
òåî ðåòèêî -ãðóï ï î âî ãî ñèì ì åòðèéí î ãî èññëåäî âàí èÿ âî ëí î âî é ñòðóêòóðû

ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ. Ýòî ñòðàí í î , ï î ñêî ëüêó âî ëí î âàÿ ñòðóêòóðà
ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ î ï èñû âàåòñÿ â ðàì êàõ ï ðåäñòàâëåí èé î á óðàâí åí èè
Ø ðåäèí ãåðà, ò.å. èì ååò ì àòåì àòè÷åñêóþ àí àëî ãèþ ñ êâàí òî âî -
ì åõàí è÷åñêèì è î áúåêòàì è. Â äàí í î ì ñî ÷èí åí èè ì û ï î ï û òàåì ñÿ, õî òÿ áû
÷àñòè÷í î , óñòðàí èòü óêàçàí í û é í åäî ñòàòî ê.

Î ñí î âí û ì î áúåêòî ì í àø åãî ñèì ì åòðèéí î ãî òåî ðåòèêî -ãðóï ï î âî ãî
èññëåäî âàí èÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ âî ëí î âàÿ ñòðóêòóðà ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â
ï óñòû õ êëàññè÷åñêèõ ëàçåðí û õ ðåçî í àòî ðàõ, à òàêæå çà èõ ï ðåäåëàì è â
áëèæí åé è äàëüí åé âî ëí î âû õ çî í àõ (ï ðè ðàñï ðî ñòðàí åí èè èçëó÷åí èÿ â
âàêóóì å).

Â ï ðî öåññå ðåø åí èÿ ýòî é ï ðî áëåì û ì û î áí àðóæèëè, ÷òî
ñóù åñòâóþ ù èõ â ó÷åáí î é è ì î í î ãðàôè÷åñêî é ëèòåðàòóðå ï î ëàçåðí î é ôèçèêå
ï ðåäñòàâëåí èé î ñòðóêòóðå ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ ÿâí î í åäî ñòàòî ÷í î . Ï î ýòî é
ï ðè÷èí å ì û ï ðåäâàðèòåëüí î èçëî æèì áî ëåå ãëóáî êî å, ï î ñðàâí åí èþ ñ
ñóù åñòâóþ ù èì , ô èçè÷åñêî å ï ðåäñòàâëåí èå î ñòðóêòóðå ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ
è ëèø ü çàòåì ðåø èì òåî ðåòèêî -ãðóï ï î âóþ ñèì ì åòðèéí óþ ï ðî áëåì ó.

Ñëåäóåò î òì åòèòü î ñí î âî ï î ëàãàþ ù óþ ðî ëü ðåçóëüòàòî â èññëåäî âàí èé,
äàí í ûõ â ýòî ì ñî ÷èí åí èè. Î í è ñî ñòàâëÿþ ò î ñí î âó äëÿ äàëüí åéø åãî èçó÷åí èÿ
ñèì ì åòðèéí û õ ñâî éñòâ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ, ðàñï ðî ñòðàí ÿþ ù åãî ñÿ â
î ï òè÷åñêè í åëèí åéí î é ñðåäå (í àï ðèì åð, â âî çäóõå) ñ ó÷åòî ì ñàì ûõ



ðàçí î î áðàçí û õ ì åõàí èçì î â í åëèí åéí î ãî âçàèì î äåéñòâèÿ ýòî ãî èçëó÷åí èÿ ñî
ñðåäî é. (Í àï ðèì åð, ÂÊÐ, ÂÐÌ Á, ñàì î ôî êóñèðî âêà è ï ð.) .

2. Ô èçè÷åñêî å ï ðåäñòàâëåí èå î ñòðóêòóðå ï î ëÿ ëàçåðí î ãî
èçëó÷åí èÿ â ï óñòû õ, î òêðû òû õ, êëàññè÷åñêèõ ðåçî í àòî ðàõ
è çà èõ ï ðåäåëàì è

Ñòðóêòóðó ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ï óñòû õ ëàçåðí ûõ ðåçî í àòî ðàõ
áóäåì î ï èñû âàòü ì åòî äî ì í î ðì àëüí ûõ êî î ðäèí àò, ï î äðî áí î èçëî æåí í û ì â
[ ô, ] . Â ñî î òâåòñòâèè ñ ýòèì ì åòî äî ì ëàçåðí î å èçëó÷åí èå ì î äåëèðóåòñÿ
ñêàëÿðí û ì âî ëí î âû ì ï î ëåì â ñèñòåì å î ðòî ãî í àëüí û õ êðèâî ëèí åéí ûõ
êî î ðäèí àò (õ , õ , õ ). Êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à (õ , õ , õ ) ââî äèòñÿ òàê, ÷òî áû 1 2 3 ã 3

ï î âåðõí î ñòè ï ðî äî ëüí û õ âî ëí î âûõ ôðî í òî â ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ
(ðàñï ðî ñòðàí ÿþ ù èåñÿ âäî ëü î ï òè÷åñêî é î ñè z â äåêàðòî âî é êî î ðäèí àòí î é
ñèñòåì å (õ, ó, z)) ñî âï àäàëè ñ ï î âåðõí î ñòÿì è õ (õ, ó, z) = Const. Í à
ï î âåðõí î ñòÿõ çåðêàë ðåçî í àòî ðà òðåáóåòñÿ, ÷òî áû î í è ñî âï àäàëè ñ ýòèì è
ï î âåðõí î ñòÿì è. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çåðêàëà òî í êèå è ï î ëóï ðî çðà÷í û å.

Â ñî î òâåòñòâèè ñ ì åòî äî ì í î ðì àëüí û õ êî î ðäèí àò, âî ëí î âî å ï î ëå
ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ î ï ðåäåëÿåòñÿ âî ëí î âî é ôóí êöèåé ô :

'P = y i ó ã ó »

ãäå: q > (õ , õ , õ ) - âî ëí î âàÿ ôóí êöèÿ ï ðî äî ëüí î ãî âî ëí î âî ãî äâèæåí èÿ ã
(âäî ëü ï ðî äî ëüí î é êî î ðäèí àòû õ ); qq (õ , õ , õ ), ù (õ , õ , õ ) — âî ëí î âû å ã ç 1 2 3

ôóí êöèè ï î ï åðå÷í û õ âî ëí î âûõ äâèæåí èé (âäî ëü ï î ï åðå÷í ûõ êî î ðäèí àò õ ,
õ~, ñî î òâåòñòâåí í î ). Âí óòðè ðåçî í àòî ðà ~~(õ , õ , õ ) èì åþ ò ñòðóêòóðó ñòî ÿ÷èõ

âî ëí âäî ëü êî î ðäèí àò õ .
Â êî í å÷í î ì ñ÷åòå ï ðî áëåì à ñâî äèòñÿ ê î ï ðåäåëåí èþ âî ëí î âû õ

ôóí êöèé âí óòðè è çà ï ðåäåëàì è ðåçî í àòî ðà. Å¸ ðåø åí èå ñóù åñòâåí í î çàâèñèò
î ò ñâî éñòâ êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û (õ (õ,ó,z), õ (õ,ó,z), õ (õ,ó,z)).

Ï î ëå ï ðî äî ëüí î é âî ëí û ó 1 áóäåì î ï èñû âàòü óðàâí åí èåì Ãåëüì ãî ëüöà,
èì åí óåì û ì òàêæå ñòàöèî í àðí û ì óðàâí åí èåì Ø ðåäèí ãåðà:

Ë ù + ( Å — U ) q > = Î ,

ãäå: Ü - ëàï ëàñèàí â î ðòî ãî í àëüí ûõ êðèâî ëèí åéí ûõ êî î ðäèí àòàõ (õ , õ , õ );
— ï î òåí öèàë; Å =k, — ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå ýí åðãèè ï ðî äî ëüí î ãî

êî ëåáàí èÿ; 1ñ, — âî ëí î âî å ÷èñëî ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ.

Ï î ï åðå÷í û å âî ëí î âû å ôóí êöèè âí óòðè ðåçî í àòî ðà óäî âëåòâî ðÿþ ò
ñòàöèî í àðí î ì ó óðàâí åí èþ Ø ðåäèí ãåðà, èì åí óåì î ì ó òàêæå óðàâí åí èåì
Ãåëüì ãî ëüöà:



~

ãäå: ~ ~~< > - —,ó ( " 3 9 ~~< >, å/ , e ; ~ =. 2, 3; g - êî ì ï î í åí òû

ì åòðè÷åñêî ãî òå çî ðà; ) = ó„ ð„ ð„ k ~- ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå
ýí åðãèè êî ëåáàí èÿ ô .< 1 (óðî âåí ü ï ýí åðãèèÙ — ï î òåí öèàë, â êî òî ðî ì
ðàññì àòðèâàåòñÿ âî ëí î âî å äâèæåí èå

Ýòî óðàâí åí èå âû âî äèòñÿ èç í åñòàöèî í àðí î ãî óðàâí åí èÿ Ø ðåäèí ãåðà

ãé .

(ãäå t — âðåì ÿ) çàì åí î é

- Éë9, = e " ô (.) ,
Ô

À . < - ñî áñòâåí í àÿ âðåì åí í àÿ ÷àñòî òà êî ëåáàí èÿ

Î ÷åâèäí î ,
3 4

2 ~ î -~ ~- ë

)Ú

1 ~ ~ ãà) .ãäå

Ñ

Í åñòàöèî í àðí î å óðàâí åí èå Ø ðåäèí ãåðà î òí î ñèòåëüí î 4 áóäåò
~\

èñï î ëüçî âàòüñÿ äëÿ î ï èñàí èÿ ýâî ëþ öèè ï î ï åðå÷í ûõ âî ëí î âû õ ôóí êöèé ó .
âäî ëü î ï òè÷åñêî é î ñè z çà ï ðåäåëàì è ðåçî í àòî ðà (z = ct).

Ï ðåäì åòî ì èçó÷åí èÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñòðóêòóðà ï î ëÿ ëàçåðí î ãî
èçëó÷åí èÿ â ï ÿòè ï óñòû õ êëàññè÷åñêèõ ðåçî í àòî ðàõ è çà èõ ï ðåäåëàì è â
áëèæí åé è
äàëüí åé çî í àõ. Ï åðå÷èñëèì ýòè ðåçî í àòî ðû ñ óêàçàí èåì ñî î òâåòñòâóþ ù èõ èì
êî î ðäèí àòí ûõ ñèñòåì [ ß ] .

1). Ðåçî í àòî ð ñ ï ëî ñêèì è, ï àðàëëåëüí û ì è, ï ðÿì î óãî ëüí û ì è çåðêàëàì è
(äåêàðòî âà êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à).

2). Öèëèí äðè÷åñêèé ðåçî í àòî ð ñ ï ëî ñêèì è çåðêàëàì è, èì åþ ù èì è
î áðàçóþ ù èì è î êðóæí î ñòè (öèëèí äðè÷åñêàÿ êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à).

3). Óñòî é÷èâû é êî í ô î êàëüí û é ðåçî í àòî ð (êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à
ñï ëþ ñí óòî ãî ýëëèï ñî èäà).

4). Ðåçî í àòî ð ñ âû ï óêëû ì è çåðêàëàì è (êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à
âû òÿí óòî ãî ýëëèï ñî èäà).

5). Òåëåñêî ï è÷åñêèé ðåçî í àòî ð (êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à ñî ôî êóñí ûõ
ï àðàáî ëî èäî â âðàù åí èÿ).

Ãåî ì åòðèÿ ýòèõ òèï î â ðåçî í àòî ðî â ï î êàçàí à í à ðèñ. 1.
Èç ðèñ. 1 âèäí î , ÷òî ãåî ì åòðèÿ âñåõ ï ÿòè ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì è,

ñëåäî âàòåëüí î , ãåî ì åòðèÿ âî ëí î âû õ ôðî í òî â èçëó÷åí èÿ â í èõ î áëàäàåò
î ñåâî é ñèì ì åòðèåé. Ñëåäî âàòåëüí î , ì î æí î ñäåëàòü âû âî ä, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ýòèõ ñèñòåì àõ òî æå äî ëæí à èì åòü
î ñåâóþ ñèì ì åòðèþ . Ýòî çàì å÷àí èå ñóù åñòâåí í î î ãðàí è÷èâàåò êëàññ
âî çì î æí û õ êî í ôèãóðàöèé ï î ëÿ èçëó÷åí èÿ â ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì àõ.
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Èç ðèñ. 1 òàêæå âèäí î , ÷òî âí óòðè ðàññì àòðèâàåì û õ ï ÿòè ðåçî í àòî ðî â
èì ååòñÿ ÷åòû ðå òèï à ï ëî ñêèõ ñèì ì åòðèé ãåî ì åòðèè ï ðî äî ëüí û õ âî ëí î âû õ
ôðî í òî â î òí î ñèòåëüí î ñåêóù åé ï ëî ñêî ñòè, ï ðî õî äÿù åé ÷åðåç î ñü ñèì ì åòðèè
z: ï ðÿì î ëèí åéí àÿ (1,2), ýëëèï òè÷åñêàÿ (3), ãèï åðáî ëè÷åñêàÿ (4) è
ï àðàáî ëè÷åñêàÿ (5). Ýòè òèï û ñèì ì åòðèé, êàê ì û óâèäèì ï î çäí åå,
ñóù åñòâåí í î î ï ðåäåëÿþ ò ôèçè÷åñêèå ñâî éñòâà êàê ï ðî äî ëüí î é, òàê è
ï î ï åðå÷í î é âî ëí î âî é ñòðóêòóð ï î ëÿ èçëó÷åí èÿ â ðàññì àòðèâàåì û õ ï ÿòè
ñèñòåì àõ.

Òåï åðü î áðàòèì âí èì àí èå í à î äí ó âàæí óþ î ñî áåí í î ñòü. Èç ðèñ. 1
âèäí î , ÷òî âñå ðàññì àòðèâàåì û å í àì è ðåçî í àòî ðû ÿâëÿþ òñÿ î òêðû òû ì è, ò.å.
èì åþ ò ñâî áî äí óþ áî êî âóþ ãðàí èöó ì åæäó êðàÿì è ï ðî òèâî ëåæàù èõ çåðêàë.
Ýòî ñâî éñòâî ñèëüí î óñëî æí ÿåò àí àëèç ñòðóêòóðû ï î ëÿ â âû áðàí í û õ í àì è
ñèñòåì àõ. Âî çí èêàåò ï ðî áëåì à î ï ðåäåëåí èÿ êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û â
î êðåñòí î ñòè ñâî áî äí û õ áî êî âûõ ãðàí èö ðåçî í àòî ðî â. Ðåø åí èå ýòî é
ï ðî áëåì û ÿâëÿåòñÿ êëþ ÷åâû ì ýòàï î ì â ï ðî âî äèì ûõ í àì è èññëåäî âàí èÿõ.
Çàì åòèì , ÷òî î í à äî ëæí à èì åòü åäèí û é ì åòî ä ðåø åí èÿ äëÿ âñåõ ï ÿòè
ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì . Èñï î ëüçî âàí èå ì åòî äà ï ðî äî ëæåí èÿ ãåî ì åòðèé
çàäàí í û õ âí óòðè ðåçî í àòî ðî â êî î ðäèí àòí û õ ñèñòåì (ï î âåðõí î ñòåé õ
Const) çà ï ðåäåëû áî êî âû õ ãðàí èö çåðêàë ðåçî í àòî ðî â â äàí í î é ñèòóàöèè í å
î ï ðàâäàí î . Î í ï ðèâî äèò ê î ø èáî ÷í î é, ñ ôèçè÷åñêî é òî ÷êè çðåí èÿ, ñèòóàöèè,
í àï ðèì åð, â ñëó÷àå ñèñòåì û (3), ï î êàçàí í î é í à ðèñ. 1. (Ôðî í ò ï ðî äî ëüí î é
âî ëí û ï ðè z = 0 äî ëæåí èì åòü áåñêî í å÷í óþ ï ðî òÿæåí í î ñòü â ï î ï åðå÷í î ì

í àï ðàâëåí èè). Ì åòî ä î áðû âà êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û , çàäàí í î é âí óòðè
ðåçî í àòî ðà, í à åãî áî êî âû õ ãðàí èöàõ (ñì . [ 3 ]) òî æå í å î ï ðàâäàí ñ
ô èçè÷åñêî é òî ÷êè çðåí èÿ. Âî ëí î âî å ï î ëå,òàí êå êàê è ñî î òâåòñòâóþ ù àÿ åì ó
êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à, äî ëæí î áûòü í åï ðåðû âí û ì â ï ðî ñòðàí ñòâå.

Ñ í àø åé òî ÷êè çðåí èÿ ôèçè÷åñêî å ðåø åí èå ýòî é ï ðî áëåì û äî ëæí î
î ñí î âû âàòüñÿ í à ï î ñëåäî âàòåëüí î ì ó÷åòå äèôðàêöèî í í î ãî ýôôåêòà,
î ï ðåäåëÿþ ù åãî ãåî ì åòðèþ âî ëí î âûõ ôðî í òî â èçëó÷åí èÿ âî âñåé î áëàñòè
î ï ðåäåëåí èÿ âî ëí î âî ãî ï î ëÿ. Ôèçè÷åñêàÿ ñóù í î ñòü ýòî ãî ýôôåêòà
çàêëþ ÷àåòñÿ â ñëåäóþ ù åì .

Ãåî ì åòðèÿ âî ëí î âû õ ôðî í òî â ýëåêòðî ì àãí èòí î ãî èçëó÷åí èÿ,
ðàñï ðî ñòðàí ÿþ ù åãî ñÿ â âàêóóì å, èì åþ ù åãî âî ëí î âî å ÷èñëî k, è
î ï èñû âàåì î ãî âî ëí î âî é ôóí êöèåé ó , î ï ðåäåëÿåòñÿ ï î ñðåäñòâî ì ââåäåí èÿ â
ï óñòî å ï ðî ñòðàí ñòâî í åêî òî ðî é ôèêòèâí î é ñðåäû , èì åþ ù åé

Iäèýëåêòðè÷åñêóþ ï ðî í èöàåì î ñòü E> = 1+ ß ñ
3
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ãäå ð — àì ï ëèòóäà âî ëí û v (v = ð å" , ð — äåéñòâèòåëüí àÿ ï î ëî æèòåëüí àÿ
ôóí êöèÿ î ò êî î ðäèí àò, ó — ô àçà — äåéñòâèòåëüí àÿ ôóí êöèÿ î ò êî î ðäèí àò).

Ñëåäî âàòåëüí î , ï ðè ðàñï ðî ñòðàí åí èè âî ëí û ó ñ í åòðèâèàëüí î é
êî î ðäèí àòí î é çàâèñèì î ñòüþ ð â ï ðî ñòðàí ñòâå äî ëæí î í àáëþ äàòüñÿ
èñêàæåí èå ï åðâî í à÷àëüí î çàäàí í î é ãåî ì åòðèè å¸ âî ëí î âî ãî ôðî í òà.



~

Ýòî ñâî éñòâî ëåãêî âû âåñòè èç àí àëèçà óðàâí åí èÿ Ãåëüì ãî ëüöà (èëè
ñòàöèî í àðí î ãî óðàâí åí èÿ Ø ðåäèí ãåðà) î òí î ñèòåëüí î ó â òåðì èí àõ
àì ï ëèòóäû ð è ôàçû q âî ëí û . Î ÷åâèäí î , ãåî ì åòðèÿ âî ëí î âî ãî ôðî í òà âî ëí û
ó â ýòî ì ñëó÷àå î ï ðåäåëÿåòñÿ ñâî éñòâàì è ñàì î ãî âî ëí î âî ãî ï î ëÿ, òî ÷í åå

I /
çàâèñèì î ñòüþ Å ( p(g) . Üð(õ) ). Ï î ýòî é ï ðè÷èí å ì åòðè÷åñêèå
êî ýô ôèöèåí òû Ù ~ , âõî äÿù èå â ñî ñòàâ î ï åðàòî ðà Ë, î êàçû âàþ òñÿ
çàâèñÿù èì è î ò ñâî éñòâ ï î ëÿ è, ñëåäî âàòåëüí î , çàï èñàí í û å í àì è âû ø å
óðàâí åí èÿ Ãåëüì ãî ëüöà (èëè ñòàöèî í àðí û å óðàâí åí èÿ Ø ðåäèí ãåðà)
ñòàí î âÿòñÿ í åëèí åéí û ì è. Ýòà î ñî áåí í î ñòü ñèëüí î óñëî æí ÿåò
ì àòåì àòè÷åñêî å ðåø åí èå ï ðî áëåì û , î äí àêî àëüòåðí àòèâû å¸ áî ëåå ëåãêî é
ôèçè÷åñêî é ô î ðì óëèðî âêè ì û í å âèäèì , Â ðàì êàõ óêàçàí í û õ ï ðåäñòàâëåí èé
ï åðâè÷í û ì â äàí í î ì ì åòî äå ÿâëÿåòñÿ î ï èñàí èå âî ëí î âî ãî ï î ëÿ â ðàì êàõ
í åëèí åéí û õ âî ëí î âû õ óðàâí åí èé.

Äàí í û é ì åòî ä ï ðèâî äèò ê ñëåäóþ ù èì âàæí û ì âû âî äàì .
1). Ëèí åéí àÿ ô î ðì óëèðî âêà ï ðî áëåì û âí óòðè ðåçî í àòî ðà (â ðàì êàõ

ôóí êöèé peg òî ëüêî î ò êî î ðäèí àò, áåç ó÷åòà äèôðàêöèî í í î ãî ýôôåêòà)
äî ëæí à áûòü ñî ãëàñî âàí à ñ å¸ í åëèí åéí î é ô î ðì óëèðî âêî é. Ýòî î çí à÷àåò,
í àï ðèì åð, ÷òî êî î ðäèí àòí àÿ çàâèñèì î ñòü àì ï ëèòóäû ï ðî äî ëüí î é âî ëí û
äî ëæí à áûòü âû áðàí à òàê, ÷òî áû ãåî ì åòðèÿ åå âî ëí î âî ãî ôðî í òà, ï î ì åðå
ðàñï ðî ñòðàí åí èÿ ýòî é âî ëí û â ðåçî í àòî ðå, ñî âï àäàëà ñ êî î ðäèí àòí û ì è
ï î âåðõí î ñòÿì è õ' = Const, çàäàí í û ì è â ëèí åéí î ì ï ðèáëèæåí èè. Ýòî
òðåáî âàí èå ãàðàí òèðóåò í åî áõî äèì î å óñëî âèå ñî âï àäåí èÿ ï î âåðõí î ñòåé õ' =

Const ñ ï î âåðõí î ñòÿì è çåðêàë í à ï ðî äî ëüí ûõ ãðàí èöàõ ðåçî í àòî ðà.
2). Çà ï ðåäåëàì è ðåçî í àòî ðà äî ëæí î í àáëþ äàòüñÿ í àðóø åí èå

ï ðî ñòðàí ñòâåí í î é ñèì ì åòðèè êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û è, ñëåäî âàòåëüí î ,
ñèì ì åòðèè âî ëí î âî ãî ï î ëÿ, õàðàêòåðí î é äëÿ î áëàñòè âí óòðè ðåçî í àòî ðà. Òåì
í å ì åí åå, â ñî î òâåòñòâèè ñî ñäåëàí í û ì í àì è ðàí åå çàì å÷àí èåì , î ñåâàÿ
ñèì ì åòðèÿ è â ýòî ì ñëó÷àå äî ëæí à ñî õðàí èòüñÿ.

3). Òðåáî âàí èå í åï ðåðû âí î ñòè êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û è âî ëí î âî ãî
ï î ëÿ â î êðåñòí î ñòè è çà ï ðåäåëàì è ñâî áî äí û õ áî êî âû õ ãðàí èö ðåçî í àòî ðà
ï ðèâî äèò ê òî ì ó, ÷òî ðåçî í àí ñí àÿ ï î ëî ñòü äëÿ ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ
î êàçû âàåòñÿ í å î ãðàí è÷åí í î é ñáî êó, à ï ðî ñòèðàåòñÿ â áåñêî í å÷í î ñòü.

4). Ó÷åò äè ôðàêöèî í í î ãî ýôôåêòà ï ðî äî ëüí î é âî ëí û ôèçè÷åñêè
êî ððåêòí î î ï ðåäåëÿåò êî î ðäèí àòí óþ ñèñòåì ó çà ï ðåäåëàì è ï ðî äî ëüí ûõ
ãðàí èö ðåçî í àòî ðà â áëèæí åé çî í å. Â ÷àñòí î ñòè, ðåçóëüòàòî ì åãî äåéñòâèÿ
ÿâëÿåòñÿ î òñóòñòâèå ô î êóñèðî âêè ï ó÷êà ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â òî ÷êó (â
ñëó÷àå ðåçî í àòî ðî â (4,5) í à ðèñ. 1). Î í òàêæå ôèçè÷åñêè êî ððåêòí î
î ï ðåäåëÿåò ï åðåõî ä ãåî ì åòðèè ï ðî äî ëüí ûõ âî ëí î âû õ ôðî í òî â èç áëèæí åé
çî í û â äàëüí þ þ çî í ó. (Â äàëüí åé çî í å äëÿ ñèñòåì ñ ëþ áû ì è ðåçî í àòî ðàì è
ãåî ì åòðèÿ ï ðî äî ëüí û õ âî ëí î âûõ ôðî í òî â èì ååò ñôåðè÷åñêóþ ñèì ì åòðèþ ).

5). Êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à, ï î ñòðî åí í àÿ ñ ó÷åòî ì äèôðàêöèî í í î ãî
ýô ôåêòà ï ðî äî ëüí î é âî ëí û ï ðåäñòàâëÿåò èí òåðåñ í å òî ëüêî ñàì à ï î ñåáå (äëÿ
èçó÷åí èÿ ñèì ì åòðèéí û õ ñâî éñòâ ï ðî äî ëüí î é âî ëí û ). Î í à òàêæå êëàäåòñÿ â
î ñí î âó ï ðè èçó÷åí èè ãåî ì åòðèè, ôèçè÷åñêèõ ñâî éñòâ è ñèì ì åòðèè
ï î ï åðå÷í î é âî ëí î âî é ñòðóêòóðû â ðàññì àòðèâàåì û õ í àì è ï ÿòè ñèñòåì àõ.



~

6). Çåðêàëüí àÿ ñèì ì åòðèÿ î òí î ñèòåëüí î ï ëî ñêî ñòè, ï åðï åí äèêóëÿðí î é
î ñè z è ï ðî õî äÿù åé ÷åðåç òî ÷êó z = 0 (ñì . ðèñ. 1), â ñèñòåì å (5) ñ

òåëåñêî ï è÷åñêèì ðåçî í àòî ðî ì , â ñâåòå äàí í û õ âû ø å ï ðåäñòàâëåí èé,
î êàçû âàåòñÿ í àðóø åí í î é. Äëÿ î ñòàëüí û õ ñèñòåì î í à ñî õðàí ÿåòñÿ.

Òàêî âî í à÷àëüí î å ï ðåäñòàâëåí èå î ñòðóêòóðå ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ
â ï ÿòè âû áðàí í û õ ñèñòåì àõ è ì åòî äå å¸ î ï èñàí èÿ. Äàëåå î í î áóäåò
çí à÷èòåëüí î óòî ÷í åí î è ï ðèì åí åí î äëÿ ñèì ì åòðèéí î ãî àí àëèçà ñòðóêòóðû
âî ëí î âî ãî ï î ëÿ â ýòèõ ï ÿòè ñèñòåì àõ.

3. Ï ðî äî ëüí àÿ ñòðóêòóðà ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ
3.1. Î áù èå ï î ëî æåí èÿ

Ðåø åí èå ï ðî áëåì û î ï ðåäåëåí èÿ ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ
í à÷èí àåòñÿ ñ ï î ñòðî åí èÿ ñî î òâåòñòâóþ ù åé ýòî ì ó ï î ëþ êî î ðäèí àòí î é
ñèñòåì û . Â ðàì êàõ èçëî æåí í û õ âû ø å ï ðåäñòàâëåí èé ýòî ñëî æí àÿ çàäà÷à.
Ãåî ì åòðèÿ êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û , àññî öèèðóþ ù àÿñÿ ñ ãåî ì åòðèåé âî ëí î âû õ
ôðî í òî â èçëó÷åí èÿ, î êàçû âàåòñÿ ñâÿçàí í î é ñ êî î ðäèí àòí î é çàâèñèì î ñòüþ åãî
àì ï ëèòóäû . Çàäà÷à ñóù åñòâåí í î í åëèí åéí à è, ñëåäî âàòåëüí î , â
ì àòåì àòè÷åñêî ì î òí î ø åí èè òðóäí î ðàçðåø èì à. Òåì í å ì åí åå, í à
êà÷åñòâåí í î ì ôèçè÷åñêî ì óðî âí å å¸ óäàåòñÿ ðåø èòü. Í èæå ì û ï ðèâåäåì
ðåçóëüòàòû òàêî ãî å̧  ðåø åí èÿ.

Ñí à÷àëà ì û î ï ðåäåëèì ãåî ì åòðèþ ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí ëàçåðí î ãî
èçëó÷åí èÿ â ï ÿòè âû áðàí í ûõ ñèñòåì àõ (ñì . ðèñ.1). Î ñí î âí î é èí òåðåñ ï ðè
ýòî ì áóäåò ï ðåäñòàâëÿòü ýâî ëþ öèÿ ãåî ì åòðèè âî ëí î âûõ ôðî í òî â âäî ëü
î ï òè÷åñêî é î ñè z. Ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåí í î ãî ðåø åí èÿ ýòî é çàäà÷è áóäóò
èñï î ëüçî âàòüñÿ äàëåå ï ðè èçó÷åí èè ñèì ì åòðèéí û õ ñâî éñòâ ãåî ì åòðèè
âî ëí î âû õ ôðî í òî â â ï ÿòè âû áðàí í û õ ñèñòåì àõ è èõ ñèì ì åòðèéí î é
êëàññèôèêàöèè. Ï ðåäâàðèòåëüí û ì ýòàï î ì ~ýòèõ èññëåäî âàí èé ÿâëÿåòñÿ
óòî ÷í åí èå äàí í û õ âû ø å ôèçè÷åñêèõ ï ðåäñòàâëåí èé, ëåæàù èõ â î ñí î âå
ï î í èì àí èÿ ôèçè÷åñêî é ï ðèðî äû èçì åí åí èÿ ãåî ì åòðèè ôðî í òà ï ðî äî ëüí î é
âî ëí û â ï ðî öåññå å¸ ðàñï ðî ñòðàí åí èÿ.

3 .2 . Î ñí î â í û å ô èçè ÷åñê èå Ì î äåë è

Âû ø å áû ëî äàí î í à÷àëüí î å ï ðåäñòàâëåí èå î ï ðèðî äå äèôðàêöèî í í î ãî
èñêàæåí èÿ ãåî ì åòðèè ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí â ï ðî öåññå èõ
ðàñï ðî ñòðàí åí èÿ. Ýòî ï ðåäñòàâëåí èå í óæäàåòñÿ â óòî ÷í åí èÿõ ï î î òí î ø åí èþ
ê ï î ñòàâëåí í î é í àì è êî í êðåòí î é çàäà÷å î á î ï ðåäåëåí èè ñòðóêòóðû ï î ëÿ
èçëó÷åí èÿ â ï ÿòè âû áðàí í û õ ñèñòåì àõ (ñì . ðèñ. 1). Ï ðè ô î ðì óëèðî âêå ýòèõ
óòî ÷í åí èé áóäåò èñï î ëüçî âàòüñÿ í àáî ð ôèçè÷åñêèõ ì î äåëåé (óï ðî ù åí í û õ
ôèçè÷åñêèõ ï ðåäñòàâëåí èé î á èí òåðåñóþ ù èõ í àñ ï ðî öåññàõ), êî òî ðû é ì û
èçëî æèì í èæå.

Èç àí àëèçà âî ëí î âî ãî óðàâí åí èÿ î òí î ñèòåëüí î âî ëí î âî é ôóí êöèè ó , =
ð.å ~ â òåðì èí àõ äåéñòâèòåëüí û õ êî î ðäèí àòí û õ ôóí êöèé ð, q, ì î æí î



~

çàì åòèòü, ÷òî èí òåðåñóþ ù èå í àñ âî ëí î âû å ï ðî öåññû ãëî áàëüí î î ï èñû âàþ òñÿ
ï î ñðåäñòâî ì äâóõ êî î ðäèí àòí ûõ ñèñòåì :

à) êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì î é, ñâÿçàí í î é ñ ãåî ì åòðèåé âî ëí î âû õ ôðî í òî â

~

á) êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì î é, ñâÿçàí í î é ñ äâèæåí èåì àì ï ëèòóäû ð (èëè
ï ëî òí î ñòè ýí åðãèè ð ).

Ï ðî äî ëüí û ì è êî î ðäèí àòí û ì è òðóáêàì è â ï î ñëåäí åì ñëó÷àå ÿâëÿþ òñÿ
òðóáêè òî êà ï ëî òí î ñòè ýí åðãèè ð . 2

Ýòè êî î ðäèí àòí û å ñèñòåì û ñâÿçàí û ì åæäó ñî áî é è â î áù åì ñëó÷àå
í åýêâèâàëåí òí û . Ýòà í åýêâèâàëåí òí î ñòü î áúÿñí ÿåòñÿ ðàçëè÷èåì ì åæäó
ôàçî âî é ñêî ðî ñòüþ Þ ô âî ëí û è ñêî ðî ñòüþ 'Ê äâèæåí èÿ âî ëí û ï ëî òí î ñòè
ýí åðãèè ð~.

Òåì í å ì åí åå, â ðàññì àòðèâàåì î é ñèòóàöèè óäàåòñÿ äî êàçàòü
ñï ðàâåäëèâî ñòü ï ðèáëèæåí èÿ l J, — Ö , ñî ãëàñí î êî òî ðî ì ó ì î æí î ñ÷èòàòü,
÷òî êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à (á) ñëàáî î òëè÷àåòñÿ î ò êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û (à)
è èõ ì î æí î ï ðèáëèæåí í î î òî æäåñòâèòü.

Äî êàæåì ýòî óòâåðæäåí èå.
Ñí à÷àëà çàì åòèì , ÷òî äâèæåí èå ï ðî äî ëüí î é âî ëí û â ï óñòî ì ðåçî í àòî ðå

ì î æí î ðàññì àòðèâàòü êàê å¸ äâèæåí èå â í åêî òî ðî ì ï î òåí öèàëüí î ì ï î ëå,
î ï èñû âàåì î ì ï î òåí öèàëî ì

)ãäå ñ. - ï åðåì åí í àÿ â ï ðî ñòðàí ñòâå ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêî é ï ðî í èöàåì î ñòè
í åêî òî ðî é ôèêòèâí î é ñðåäû . Çàâèñèì î ñòè ß (õ) äëÿ ðàññì àòðèâàåì û õ
ñèñòåì ï î êàçàí û í à ðèñ. 2.

Äî êàçàòåëüñòâî ñâî äèòñÿ ê î ï ðåäåëåí èþ ñêî ðî ñòåé ~ ~ , ~ ç è
ñî î òí î ø åí èÿ ì åæäó í èì è äëÿ äâèæåí èÿ ï ðî äî ëüí î é âî ëí û âäî ëü î òäåëüí î é
êî î ðäèí àòí î é ëèí èè õ ï ðè çàäàí í ûõ çí à÷åí èÿõ ï î ï åðå÷í î é êî î ðäèí àòû õ .
Åñëè çåðêàëà ðåçî í àòî ðà ñëàáî èñêðèâëåí û , òî â êà÷åñòâå õ ì î æí î âû áðàòü 1

êî î ðäèí àòó z, â êà÷åñòâå õ — ï î ï åðå÷í óþ êî î ðäèí àòó õ, à çàâèñèì î ñòüþ ã
f ' (õ,z) î ò z ï ðåí åáðå÷ü.

Äî êàçàòåëüñòâî .
Âî ñï î ëüçóåì ñÿ î ï èñàí èåì âû ñî êî ÷àñòî òí î ãî ï î ëÿ E(z, t) ï ðî äî ëüí î é

âî ëí û óðàâí åí èåì

, Þ

~~

Âû ðàçèì Å ÷åðåç àì ï ëèòóäó p(z, g) è ôàçó cp(z g)

8 .

Ï î äñòàâëÿÿ ýòî âû ðàæåí è å â è ñõ î äí î å óðàâí åí è å è âû äåëÿÿ

äåéñòâèòåëüí óþ è ì í è ì óþ ÷àñòè , ï î ëó÷è ì ñèñòåì ó óðàâí åí è é î òí î ñèòåëüí î

p(z, t) , cp(z, t) :
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Åñëè ï ðåí åáðå÷ü äèôðàêöèî í í û ì ýôô åêòî ì ( ð . ð „— + Î ) è ï î ëî æèòü
~ðä.y - Î , òî ï î ëó÷èì

~~~~~
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Òàêèì î áðàçî ì ,

~~

è â èçâåñòí î ì ï ðèáëèæåí èè óòâåðæäåí èå äî êàçàí î .
Ñëåäî âàòåëüí î , â èí òåðåñóþ ù èõ í àñ ñèòóàöèÿõ àï ï ðî êñèì àöèÿ

êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û , ñâÿçàí í î é ñ äâèæåí èåì ï ëî òí î ñòè ýí åðãèè
ï ðî äî ëüí î é âî ëí û , êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì î é, ñâÿçàí í î é ñ ãåî ì åòðèåé å̧
ôàçî âû õ âî ëí î âû õ ôðî í òî â, î ï ðàâäàí à.

Ýòî é àï ï ðî êñèì àöèåé ì û âî ñï î ëüçóåì ñÿ ï ðè î ï èñàí èè ï ðî äî ëüí î é
âî ëí û ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ.

Ï ðèáëèæåí í î î ï ðåäåëèì ï î ï åðå÷í óþ êî î ðäèí àòí óþ çàâèñèì î ñòü
àì ï ëèòóäû ð ï ðî äî ëüí î é âî ëí û âí óòðè ðåçî í àòî ðî â, ï î êàçàí í ûõ í à ðèñ. 1.
Ï ðåí åáðåæåì âêëàäî ì ï ðî äî ëüí î ãî äèôðàêöèî í í î ãî ýô ôåêòà. Òî ãäà, â
ï ðèáëèæåí èè ñëàáî èñêðèâëåí í î ãî ï ðî ñòðàí ñòâà,



~

Ý ð

~~~

I
Í à ðèñ. 2 ï ðèâåäåí û çàâèñèì î ñòè ð(ê) è Å,

èí òåðåñóþ ù èõ í àñ ðåçî í àòî ðî â.
Çàâèñèì î ñòè ð(õ) í à ðèñ. 2 î ï ðåäåëåí û ñ òî ÷í î ñòüþ äî ñæàòèÿ

ðàñòÿæåí èÿ í î ðì àëüí î é ï î ï åðå÷í î é êî î ðäèí àòû âäî ëü z. Âàæí î ñòü ýòèõ
çàâèñèì î ñòåé î áúÿñí ÿåòñÿ òåì , ÷òî î í è î ï ðåäåëÿþ ò õàðàêòåð èñêðèâëåí èÿ
ôðî í òî â ï ðî äî ëüí î é âî ëí û í å òî ëüêî âí óòðè ðåçî í àòî ðî â, í î è çà ï ðåäåëàì è
èõ ï ðî äî ëüí û õ ãðàí èö, òî ÷í åå, í å ñëèø êî ì äàëåêî î ò í èõ, â áëèæí åé çî í å.

Òåï åðü î ï ðåäåëèì ãåî ì åòðèþ ôðî í òî â ï ðî äî ëüí î é âî ëí û â
î êðåñòí î ñòè è çà ï ðåäåëàì è ñâî áî äí ûõ áî êî âû õ ãðàí èö ðåçî í àòî ðî â. Äëÿ
ï ðî ñòî òû î ãðàí è÷èì ñÿ ðåø åí èåì çàäà÷è äëÿ öèëèí äðè÷åñêî ãî ðåçî í àòî ðà.
Ðåø åí èå çàäà÷è äëÿ äðóãèõ ðåçî í àòî ðî â ï î õî æå í à ï ðèâåäåí í î å í èæå.

Ï óñòü Ä® ~ , ~~ „ , - í åï ðåðû âí û å ôóí êöèè î ò õ âî âñåé î áëàñòè
î ï ðåäåëåí èÿ õ ï ðè z = Î . Ðàçóì í î àï ï ðî êñèì èðî âàòü çàâèñèì î ñòü ð(õ) ï ðè
z = Î â âèäå, ï î êàçàí í î ì í à ðèñ. Çà.

Òî ãäà, ï ðåí åáðåãàÿ ï ðî äî ëüí û ì äèôðàêöèî í í û ì ýôô åêòî ì , ï î ëó÷èì
çàâèñèì î ñòü E.> ( < ) , ï î êàçàí í óþ í à ðèñ. 34. Äàëåå ï ðåäï î ëî æèì , ÷òî
çåðêàëà òî í êèå è ï î ëóï ðî çðà÷í û å. Â ýòî ì ñëó÷àå ãåî ì åòðèÿ ôðî í òî â
ï ðî äî ëüí î é âî ëí û âáëèçè ðåçî í àòî ðà áóäåò èì åòü âèä, ï î êàçàí í û é í à ðèñ.
Çñ. Èç í åãî âèäí î , ÷òî ï ðî äî ëüí û å êî î ðäèí àòí û å òðóáêè (âäî ëü õ') èì åþ ò

ï åðåì åí í î å ñå÷åí èå, ëî êàëüí û å ðàñòÿæåí èÿ — ñæàòèÿ è èçî ãí óòû . Ýòî
î çí à÷àåò, ÷òî ï ðî äî ëüí àÿ âî ëí û , ðàñï ðî ñòðàí ÿÿñü â í èõ, áóäåò èñï ûòû âàòü
ðàññåÿí èå í àçàä. Ýòèì î áúÿñí ÿåòñÿ âû áî ð í åï ðåðû âí î é ôóí êöèè ð(õ) â âèäå,
èçî áðàæåí í î ì í à ðèñ. Çà.

Ñî âî êóï í î ñòü êî î ðäèí àòí û õ ëèí èé õ , ñî âï àäàþ ù èõ ñ ëèí èÿì è
ôðî í òî â ï ðî äî ëüí î é âî ëí û â ï ëî ñêî ñòè (õ, z), ï î êàçàí í àÿ í à ðèñ. Çc, ëåãêî
ôèçè÷åñêè èí òåðï ðåòèðóåòñÿ. Ï î äî áí àÿ êàðòèí à èì ååò ì åñòî è äëÿ
î ñòàëüí û õ ÷åòû ðåõ òèï î â ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì ñ äðóãèì è ðåçî í àòî ðàì è.

Âû ø å áû ëà ââåäåí à âàæí àÿ ãèï î òåçà î í åï ðåðû âí î ñòè ð(õ) ï ðè z = Î .
Ñ í àø åé òî ÷êè çðåí èÿ, ýòà ãèï î òåçà äî ëæí à áû òü ñï ðàâåäëèâà âî âñåé
î áëàñòè î ï ðåäåëåí èÿ (õ, z) è, â ÷àñòí î ñòè, â î ÷åí ü âàæí î é î áëàñòè âáëèçè
áî êî âû õ êðàåâ çåðêàë ðåçî í àòî ðî â. Í èæå ì û ï î ï ûòàåì ñÿ î áî ñí î âàòü å¸
ñï ðàâåäëèâî ñòü â ýòî é âàæí î é î áëàñòè. Äëÿ ýòî ãî í åî áõî äèì î ó÷åñòü
êî í å÷í óþ òî ëù èí ó çåðêàë è ï ðèí ÿòü âî âí èì àí èå äâà ôèçè÷åñêèõ ýô ôåêòà
ðàññåÿí èÿ ï ðî äî ëüí î é âî ëí û í àçàä çà ï ðåäåëàì è ñâî áî äí î é áî êî âî é ãðàí èöû
ðåçî í àòî ðà. Ýòè ýô ôåêòû è áóäóò î ï ðåäåëÿòü í åï ðåðû âí î ñòü ð (õ, z) â
ðàññì àòðèâàåì î é î áëàñòè. Âñêðî åì ôèçè÷åñêî å ñî äåðæàí èå ýòèõ ýôôåêòî â.
Ðàññì î òðèì ï åðâû é èç í èõ.

(õ ) = E . (õ ) âí óòð è





~~

Äëÿ î ï ðåäåëåí í î ñòè äî ï óñòèì , ÷òî ï î êàçàòåëü ï ðåëî ì ëåí èÿ ì àòåðèàëà
çåðêàëà áî ëüø å åäèí èöû . Ðàçóì í î ââåñòè ï ðåäï î ëî æåí èå î í åï ðåðû âí î ì
èçì åí åí èè ô àçû âî ëí û â î êðåñòí î ñòè áî êî âî ãî êðàÿ çåðêàëà. Â ýòî ì ñëó÷àå
ãåî ì åòðèÿ ôðî í òî â ï ðî äî ëüí î é âî ëí û âáëèçè êðàÿ çåðêàëà èì ååò âèä,
ï î êàçàí í û é í à ðèñ. 4à.
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Ðè ñ. 4 ,
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Âèäí î , ÷òî âäî ëü ëèí èè õ ãóñòî òà ï î âåðõí î ñòåé âî ëí î âû õ ôðî í òî â
ñí à÷àëà óâåëè÷èâàåòñÿ, à çàòåì óì åí üø àåòñÿ. Ýòî ñî î òâåòñòâóåò äâèæåí èþ
âî ëí û â ï î òåí öèàëå Ó(õ') , èçî áðàæåí í î ì í à ðèñ. 46. Â äàí í î é ñèòóàöèè

ï ðî äî ëüí àÿ âî ëí à, ðàñï ðî ñòðàí ÿþ ù àÿñÿ âäî ëü õ , áóäåò èñï ûòû âàòü 1

ðàññåÿí èå í àçàä. Â êâàí òî âî é ì åõàí èêå ýòî ò ýô ôåêò í î ñèò í àçâàí èå
í àäúÿì í î ãî î òðàæåí èÿ. Í àèáî ëåå ñèëüí î î í ï ðî ÿâëÿåòñÿ âáëèçè áî êî âî ãî
êðàÿ çåðêàëà.

Âñêðî åì ôèçè÷åñêóþ ñóù í î ñòü âòî ðî ãî ýô ô åêòà.
Ðàçóì í î ï ðåäï î ëî æèòü, ÷òî ï ðî äî ëüí àÿ êî î ðäèí àòí àÿ çàâèñèì î ñòü p( z)

àì ï ëèòóäû ï ðî äî ëüí î é âî ëí û , ï àäàþ ù åé í à çåðêàëî , í åï ðåðû âí à âí óòðè
òî ëñòî ãî çåðêàëà è èì ååò âèä, èçî áðàæåí í û é í à ðèñ. 5à.

Ðèñ.5



~

Ï ðî äî ëüí û é äèôðàêöèî í í û é ýô ôåêò ñ ~- gè ~~ó
(çàâèñèì î ñòü g> „ ( ~) ï î êàçàí à í à ðèñ. 56) ï ðèâî äèò ê í åðàâí î ì åðí î é
ãóñòî òå ï î âåðõí î ñòåé âî ëí î âû õ ôðî í òî â âí óòðè çåðêàëà âäî ëü êî î ðäèí àòû z,
÷òî ï î êàçàí î í à ðèñ. Sa. Äàëåå âî ñï î ëüçóåì ñÿ ôèçè÷åñêè ðàçóì í û ì
äî ï óù åí èåì î í åï ðåðû âí î ì â ï ðî ñòðàí ñòâå èçì åí åí èè ô àçû âî ëí û . Â
ñî î òâåòñòâèè ñ ýòèì äî ï óù åí èåì , âáëèçè áî êî âî ãî êðàÿ çåðêàëà (ñí àðóæè)
ãóñòî òà ëèí èé âî ëí î âû õ ôðî í òî â âäî ëü z äî ëæí à áû òü ï ðèáëèçèòåëüí î
òàêî é æå, êàê è âí óòðè çåðêàëà. Òî ãäà â ýòî é î áëàñòè äâèæåí èå âî ëí û
äî ëæí î ï ðî èñõî äèòü â ï î òåí öèàëå

2 .g = - k. Å „

Çàâèñèì î ñòü U(z) èçî áðàæåí à í à ðèñ. 5ñ. Â ñî î òâåòñòâèè ñ êâàí òî âî -
ì åõàí è÷åñêèì è ï ðåäñòàâëåí èÿì è, â ýòî é ñèòóàöèè äî ëæí î èì åòü ì åñòî
çàì åòí î å ðàññåÿí èå í àçàä ï ðî äî ëüí î é âî ëí û â î áëàñòè ñí àðóæè áî êî âî ãî
êðàÿ çåðêàëà. Ýòî ò ýô ô åêò äî ëæåí î ñëàáåâàòü ï ðè óäàëåí èè î ò áî êî âî ãî êðàÿ
çåðêàëà í àðóæó.

Òàêî âà ôèçè÷åñêàÿ ñóù í î ñòü âòî ðî ãî ðàññì î òðåí í î ãî í àì è ýô ôåêòà.
Â äî ï î ëí åí èå ê ðàññì î òðåí í û ì äâóì ýôôåêòàì , ñëåäóåò òàêæå ï ðèí ÿòü

âî âí èì àí èå ðàññåÿí èå ï ðî äî ëüí î é âî ëí û í àçàä ï ðè å¸ ðàñï ðî ñòðàí åí èè â
ï ðî äî ëüí ûõ êî î ðäèí àòí û õ òðóáêàõ, èì åþ ù èõ èçãèáû è ï åðåì åí í û å
ï î ï åðå÷í û å ñå÷åí èÿ.

Ãèï î òåçà í åï ðåðû âí î ñòè êî î ðäèí àòí î é çàâèñèì î ñòè ð èñêëþ ÷àåò
õî ðî ø î èçâåñòí û é ï ðèì åð äèôðàêöèè ï ëî ñêî é âî ëí û í à áî êî âî ì êðàå
òî í êî ãî í åï ðî çðà÷í î ãî ï ëî ñêî ãî ýêðàí à (âî ëí à ï àäàåò í à ï ëî ñêî ñòü ýêðàí à
í î ðì àëüí î ). Ýòà çàäà÷à ðåø àëàñü, í àï ðèì åð, â [ 4 ] . Í à ðèñ. 6 èçî áðàæåí î å̧
ðåø åí èå.

Î áëà ñòü
òåí è

~~

Ðèñ. 6 ,



~

~ 2
Â ýòî ì ï ðèì åðå ñèëüí àÿ í åì î í î òî í í î ñòü j ke [ ×'à( " ) ×'å(" )1 ~

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðåø åí èÿ çàäà÷è î ðàñï àäå ðàçðû âà ð(õ) í à ãðàí èöå
ýêðàí à, à â í àø åì ñëó÷àå ðàçðû âà o(x) í å ñóù åñòâóåò. Êðî ì å òî ãî , â í àø åé
çàäà÷å, â î êðåñòí î ñòè áî êî âî ãî êðàÿ çåðêàëà ôðî í ò ï àäàþ ù åé í à çåðêàëî
ï ðî äî ëüí î é âî ëí û í å ï ëî ñêèé. Ýòî ñëåäñòâèå í åï ðåðû âí î é àï ï ðî êñèì àöèè
ï ðèí ÿòî é í àì è çàâèñèì î ñòè ð(õ) ï ðè z = Î , (ñì . ðèñ.Çà). Äî áàâèì òàêæå, ÷òî
â í àø åì ñëó÷àå âî ëí î âàÿ ôóí êöèÿ ù (õ) èçëó÷åí èÿ, ï àäàþ ù åãî í à çåðêàëî ,
í åòðèâèàëüí à.

Äàëåå, äëÿ ï ðî ñòî òû , áóäåì ðàññì àòðèâàòü ãåî ì åòðèþ ôðî í òî â
ï ðî äî ëüí î é âî ëí û â ì àñø òàáå bz âäî ëü î ñè z, ì í î ãî ï ðåâû ø àþ ù åì òî ëù èí ó
çåðêàë. Â ýòî ì ì àñø òàáå çåðêàëà ì î æí î ñ÷èòàòü òî í êèì è.

Èçëî æåí í î é âû ø å èí ôî ðì àöèè äî ñòàòî ÷í î äëÿ êà÷åñòâåí í î ãî
î ï ðåäåëåí èÿ ãåî ì åòðèè ôðî í òî â ï ðî äî ëüí î é âî ëí û è å¸ ýâî ëþ öèè âäî ëü
î ï òè÷åñêî é î ñè Ü äëÿ ï ÿòè ñèñòåì , èçî áðàæåí í û õ í à ðèñ. 1. Ï ðåäñòàâèì
ðåø åí èå ýòî é ï ðî áëåì û í à ï ëî ñêî ñòè (õ, z).
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3.3. Ðåçî í àòî ð ñ ï ëî ñêèì è ï ðÿì î #ãî ëüí û ì è çåðêàëàì è è
Öèëèí äðè÷åñêèé ðåçî í àòî ð

~~~

î ï åðàòî ð î â ñèì ì åòðèé

Ðèñ. 7 .



~

3 .4 .

'Havoc~è ~

~~ í ò 6
~ H> p<

~~Úî éàò î ~à

~

Ò ( '< )

~

Ðè ñ. 8.



~

3 .5. Ðåçî í àòî ð ñ Âû ï ó êë û ì è çåðê àë àì è

Ðèñ. 9 .



~~~~~~~~~~~~~

Ý àëüèÿÿ
ç î í à

Ç àë Üè ÿÿ
Ç î È â

~~~

11 î ï åðàòî ð î â ñè ì ì åòðè é

Èí òåðåñí î , ÷òî â äàí í î ì ï ðèáëèæåí èè ñèñòåì à ñèì ì åòðè÷í à î òí î ñèòåëüí î
òî ÷êè À, í î çåðêàëüí àÿ ñèì ì åòðèÿ í àðóø åí à ñëî æí ûì äåéñòâèåì î ï åðàòî ðà
D ñï ðàâà î ò í å̧ .

Ðè ñ. 10 .



~

Èç ï ðåäñòàâëåí í û õ âû ø å ì àòåðèàëî â î ôèçèêå âî ëí î âî ãî ï ðî öåññà â
èí òåðåñóþ ù èõ í àñ ñèñòåì àõ ñëåäóåò âû âî ä î ÷ðåçâû ÷àéí î é ñëî æí î ñòè
òî ÷í î ãî ì àòåì àòè÷åñêî ãî àí àëèçà ãëî áàëüí î é ñòðóêòóðû âî ëí î âî ãî ï î ëÿ â
í èõ. Í àï ðèì åð, âî ëí î âî é ï ðî öåññ äî ëæåí àí àëèçèðî âàòüñÿ â äâóõ ñâÿçàí í ûõ
ì åæäó ñî áî é í åýêâèâàëåí òí û õ êî î ðäèí àòí û õ ñèñòåì àõ: êî î ðäèí àòí î é
ñèñòåì å, î ï ðåäåëåí í î é ãåî ì åòðèåé ôàçî âû õ âî ëí î âû õ ôðî í òî â, è
êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì å, î ï ðåäåëåí í î é äâèæåí èåì ï ëî òí î ñòè ýí åðãèè ð . Ó÷åò
ðåëÿòèâèñòñêî ãî ýô ôåêòà ( â ñëó÷àå ï ðî äî ëüí î é ñî ñòàâëÿþ ù åé âî ëí î âî ãî
ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ) åù å áî ëåå ñèëüí î óñëî æí ÿåò ï ðî öåññ ðåø åí èÿ
ï ðî áëåì û .

Î òì åòèì òàêæå, ÷òî òî ëüêî î äí à èç ñî ñòàâí û õ ÷àñòåé í àø åé ï ðî áëåì û
— î ï ðåäåëåí èå ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ âí óòðè ðåçî í àòî ðà —

èì ååò î ÷åí ü ñëî æí óþ ì àòåì àòè÷åñêóþ ô î ðì óëèðî âêó è î ÷åí ü ãðî ì î çäêèé
ï ðî öåññ òî ÷í î ãî ì àòåì àòè÷åñêî ãî ðåø åí èÿ.

Ðàçóì í î é àëüòåðí àòèâî é ï î èñêà òî ÷í î ãî ì àòåì àòè÷åñêî ãî ãëî áàëüí î ãî
ðåø åí èÿ ï ðî áëåì û ÿâëÿåòñÿ ï î èñê å¸ ï ðèáëèæåí í î ãî ãëî áàëüí î ãî ðåø åí èÿ ñ
ï î ì î ù üþ óï ðî ù åí í û õ ôèçè÷åñêèõ ì î äåëåé, â ÷àñòí î ñòè, òåõ, êî òî ðû å áû ëè
ââåäåí û í àì è âû ø å.

Âàæí î î òì åòèòü, ÷òî í à ýòî ì ýòàï å ôèçè÷åñêî ãî âî ñï ðèÿòèÿ
ãëî áàëüí î é ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ òî ÷í û å ì åòî äû
ì àòåì àòè÷åñêî ãî ðåø åí èÿ, çàêëþ ÷àþ ù èåñÿ â èí òåãðèðî âàí èè
äèôôåðåí öèàëüí û õ óðàâí åí èé, ñòàí î âÿòñÿ í åýôô åêòèâí û ì è. Î í è
çàì åí ÿþ òñÿ ì àòåì àòè÷åñêèì è ì åòî äàì è òåî ðèè ãëî áàëüí î ãî àí àëèçà
ôèçè÷åñêèõ î áúåêòî â. Ï î î òí î ø åí èþ ê ðàññì àòðèâàåì î é í àì è ï ðî áëåì å
ï ðåäñòàâëÿþ ò èí òåðåñ ì åòî äû äâóõ ðàçäåëî â ýòî é òåî ðèè:

1) ì åòî äû ñèì ì åòðèéí î ãî î ï èñàí èÿ òåî ðåòèêî -ï î ëåâû õ î áúåêòî â,
2) ì åòî äû àëãåáðàè÷åñêî é òî ï î ëî ãèè.
Ì åòî äû ï åðâî ãî ðàçäåëà èì åþ ò âàæí î å äî ñòî èí ñòâî . Î í è ì î ãóò

èñï î ëüçî âàòüñÿ äëÿ ï î ëóêî ëè÷åñòâåí í î ãî î ï èñàí èÿ òåî ðåòèêî -ï î ëåâûõ
î áúåêòî â. Ýòèì î áóñëî âëåí èí òåðåñ ê í èì â ï ðèêëàäí û õ ôèçè÷åñêèõ
èññëåäî âàí èÿõ.

Ì åòî äû âòî ðî ãî ðàçäåëà í àèáî ëåå ýô ôåêòèâí û ï ðè êà÷åñòâåí í î ì
èçó÷åí èè ì í î ãî ì åðí û õ òåî ðåòèêî -ï î ëåâû õ î áúåêòî â, í àï ðèì åð, òàêèõ êàê
èì ï óëüñ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ.

Â äàí í î ì ñëó÷àå ì û î ãðàí è÷èì ñÿ ï ðèì åí åí èåì ì åòî äî â òî ëüêî
ï åðâî ãî èç ýòèõ ðàçäåëî â.

Í àèáî ëåå èí òåðåñí û ì è äëÿ í àñ ÿâëÿþ òñÿ ñèì ì åòðèéí û å ì åòî äû ,
ôèãóðèðóþ ù èå â ñëåäóþ ù èõ ðàçäåëàõ ì àòåì àòèêè.

1). Òåî ðèÿ í åï ðåðû âí û õ ãðóï ï ï ðåî áðàçî âàí èé.
2). Òåî ðèÿ àëãåáð è ãðóï ï Ëè. Òåî ðèÿ ì í î ãî î áðàçèé ãðóï ï Ëè.
3). Òåî ðèÿ ï ñåâäî ãðóï ï ï ðåî áðàçî âàí èé.



~

4). Òåî ðèÿ ï ðåäñòàâëåí èé í åï ðåðû âí ûõ ãðóï ï .
4à). Òåî ðèÿ êî í å÷í î ì åðí ûõ ï ðåäñòàâëåí èé.
46). Òåî ðèÿ áåñêî í å÷í î ì åðí ûõ ï ðåäñòàâëåí èé.
Í à÷èí àòü çí àêî ì ñòâî ñ ýòèì è ðàçäåëàì è ñëåäóåò ñ òåî ðèè í åï ðåðû âí û õ

ãðóï ï ï ðåî áðàçî âàí èé.
Ì åòî äû ýòèõ ðàçäåëî â ëåæàò â î ñí î âå ñî âðåì åí í û õ òåî ðèé

àëãåáðàè÷åñêèõ èí âàðèàí òî â è äèí àì è÷åñêèõ ñèñòåì . Î í è òàêæå ñî ñòàâëÿþ ò
ì àòåì àòè÷åñêî å ñî äåðæàí èå ñî âðåì åí í î é ôèçè÷åñêî é òåî ðèè êëàññè÷åñêèõ
ï î ëåé.

Ì àòåì àòè÷åñêèé àï ï àðàò ï åðå÷èñëåí í û õ òåî ðèé, — â ÷àñòí î ñòè,

ï î çâî ëÿåò ñòðî èòü è èçó÷àòü ãëàäêèå ì í î ãî î áðàçèÿ (í àï ðèì åð, ì í î ãî î áðàçèÿ
âî ëí î âû õ ôðî í òî â), óäî âëåòâî ðÿþ ù èå çàäàí í û ì ô èçè÷åñêèì ñèì ì åòðèéí û ì
óñëî âèÿì è, í àî áî ðî ò, èçó÷àòü ñèì ì åòðèéí û å ñâî éñòâà çàäàí í û õ ãëàäêèõ
ì í î ãî î áðàçèé.

Ï î ä÷åðêí åì , ÷òî äâèæóù àÿ ñèëà äëÿ èññëåäî âàòåëÿ ï ðè òàêî ì
ï ðèáëèæåí í î ì ôèçè÷åñêî ì èçó÷åí èè ãëàäêèõ ì í î ãî î áðàçèé, â î òëè÷èå î ò
ñèòóàöèè òî ÷í î ãî ðåø åí èÿ ï ðî áëåì û , òåï åðü çàêëþ ÷àåòñÿ â òî ì , ÷òî áû
ï î í ÿòü è î ï èñàòü ñèì ì åòðèéí û å ñâî éñòâà èçó÷àåì î ãî î áúåêòà, à í å â òî ì ,
÷òî áû ôèçè÷åñêè èí òåðï ðåòèðî âàòü ðåçóëüòàòû òî ÷í î ãî ì àòåì àòè÷åñêî ãî
ðåø åí èÿ ôèçè÷åñêî é ï ðî áëåì û .

Óÿñí èì ñì û ñëî âóþ ñóù í î ñòü ñèì ì åòðèéí î ãî èçó÷åí èÿ ôèçè÷åñêèõ
î áúåêòî â. Î í à âñêðû òà â ï ðåäèñëî âèè ê ëåêöèÿì Ã.Âåéëÿ, î ï óáëèêî âàí í û ì
èì â 1952 ãî äó [ 5 ] : «Ýòè ÷åòûðå ëåêöèè ï î ñâÿù åí û ï î í ÿòèþ ñèì ì åòðèè.
Ñí à÷àëà, èñõî äÿ èç í åñêî ëüêî ñì óòí î ãî ï ðåäñòàâëåí èÿ î ñèì ì åòðèè —
ñèì ì åòðèè êàê ãàðì î í èè ï ðî ï î ðöèé,- â í èõ ðàññì àòðèâàåòñÿ ãåî ì åòðè÷åñêî å
ï î í ÿòèå ñèì ì åòðèè â ðàçëè÷í ûõ ô î ðì àõ,— òàêèõ êàê çåðêàëüí àÿ, ï åðåí î ñí àÿ,
ï î âî ðî òí àÿ ñèì ì åòðèÿ, ñèì ì åòðèÿ î ðí àì åí òî â, êðèñòàëëî â è ò.ä.; ýòî
ðàññì î òðåí èå ï î ñòåï åí í î ï ðèâî äèò ê î áù åé èäåå, ëåæàù åé â î ñí î âå âñåõ
ýòèõ ÷àñòí û õ âèäî â ñèì ì åòðèè, — ê èäåå èí âàðèàí òí î ñòè í åêî òî ðî é
êî í ôèãóðàöèè î òí î ñèòåëüí î î ï ðåäåëåí í î é ãðóï ï û ï ðåî áðàçî âàí èé (ãðóï ï û
àâòî ì î ðôèçì î â), àí àëèçî ì êî òî ðî é è çàâåðø àåòñÿ èçëî æåí èå».

Ñèì ì åòðèéí û é àí àëèç ôèçè÷åñêèõ î áúåêòî â èì ååò ñëåäóþ ù èå
äî ñòî èí ñòâà.

1). Î í ï î çâî ëÿåò í à ðàçëè÷í ûõ óðî âí ÿõ ñëî æí î ñòè ì àòåì àòè÷åñêè
èçî áðàçèòü ôèçè÷åñêî å ñî äåðæàí èå èññëåäóåì î ãî î áúåêòà.

2). Î í ï î çâî ëÿåò ï ðî èçâåñòè ñèì ì åòðèéí óþ êëàññèôèêàöèþ
èññëåäóåì û õ ôèçè÷åñêèõ î áúåêòî â è, òåì ñàì û ì , ï ðî ñòî óñòàí î âèòü
ðàçëè÷èå èõ ô èçè÷åñêî ãî ñî äåðæàí èÿ.

Í èæå ì û âî ñï î ëüçóåì ñÿ èì í à ï ðî ñòåéø åì , ñàì î ì âàæí î ì , í à÷àëüí î ì
óðî âí å âî ñï ðèÿòèÿ ôèçè÷åñêî ãî ñî äåðæàí èÿ ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî
èçëó÷åí èÿ âí óòðè è çà ï ðåäåëàì è ï ÿòè òèï î â êëàññè÷åñêèõ ðåçî í àòî ðî â,
èçî áðàæåí í û õ í à ðèñ. 1.

Ñèì ì åòðèéí û é àí àëèç ôèçè÷åñêèõ ñâî éñòâ ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ
í à÷èí àåòñÿ ñ èçó÷åí èÿ ñèì ì åòðèè ãåî ì åòðèé ôðî í òî â åãî ï ðî äî ëüí ûõ âî ëí .



2 5

Î í î âàæí î í å òî ëüêî ñàì î ï î ñåáå. Ýòà ñèì ì åòðèÿ ëåæèò â î ñí î âå èçó÷åí èÿ
ñèì ì åòðèè ï î ï åðå÷í î é âî ëí î âî é ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ.

Ñðàçó ñëåäóåò î òì åòèòü, ÷òî î áù èì ñèì ì åòðèéí û ì ñâî éñòâî ì ï ÿòè
ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí ÿâëÿåòñÿ ñî âï àäåí èå èõ
ñòðóêòóðû â äàëüí åé çî í å (âáëèçè î ï òè÷åñêî é î ñè ñèñòåì âäàëè î ò
ðåçî í àòî ðà). Âñå î í è â ýòî é î áëàñòè èì åþ ò ñôåðè÷åñêèé ôðî í ò, ãåî ì åòðèÿ
êî òî ðî ãî â ï ëî ñêî ñòè (õ, z) ï ðè z - Îî î ï èñû âàåòñÿ ãðóï ï î é âðàù åí èé
SO (2,Â.). Î ñí î âí î é èí òåðåñ ï ðåäñòàâëÿåò èçó÷åí èå ñèì ì åòðèè ãåî ì åòðèé
ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí â áëèæí åé çî í å.

Óðî âåí ü ñëî æí î ñòè ñèì ì åòðèéí î ãî î ï èñàí èÿ ñèñòåì û ô èçè÷åñêèõ
î áúåêòî â ì î æåò âàðüèðî âàòüñÿ è î ï ðåäåëÿåòñÿ êî ëè÷åñòâî ì ï ðàâèëüí î
âû áðàí í û õ î ï åðàöèé ñèì ì åòðèè, ñâî éñòâåí í û õ èì .

Ñèì ì åòðèéí û å ñâî éñòâà ãåî ì åòðèé ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí áóäåì
èçó÷àòü í à í èçø åì óðî âí å ñëî æí î ñòè â ðàì êàõ ï ðåäñòàâëåí èé î ñëåäóþ ù èõ
î ï åðàöèÿõ ñèì ì åòðèè.

1). Ñäâèã . ~ ' ð. = ~ + à. , 4= ï àðàì åòð. Î áî çí à÷åí èå(Ò)

2). Ðàñòÿæåí èå — ñæàòèå. ü ä 8 — ï àðàì åòð.
Î áî çí à÷åí èå@ .

3). Ï î âî ðî ò. x — — , —
äÕ

~

Ü
' Õ

~~~

t — ï àðàì åòð. Èí âàðèàí ò õ + ç' = L~ = Const. Î áî çí à÷åí èå SO(2, R) èëè®

Î ï åðàöèè ñèì ì åòðèè (1,2,3) ï î çâî ëÿþ ò èçó÷àòü ñèì ì åòðèéí û å
ñâî éñòâà ëþ áû õ í åï ðåðû âí û õ ôóí êöèé. Â äî ï î ëí åí èå ê í èì ââåäåì òàêæå
åù å äâå î ï åðàöèè ñèì ì åòðèè:

4). Çåðêàëüí àÿ ñèì ì åòðèÿ. Ýòî í å èí ô èí èòåçèì àëüí àÿ î ï åðàöèÿ.
Î áî çí à÷åí èå (ß ).

5). Ýëëèï òè÷åñêàÿ ñèì ì åòðèÿ. Ýòî ñî âî êóï í î ñòü äâóõ
èí ôèí èòåçèì àëüí ûõ î ï åðàöèé ñèì ì åòðèé SO (2, R) è SO (1,1). Î áî çí à÷åí èå

QE .
Óÿñí èì ï î í ÿòèå ýëëèï òè÷åñêî é

ýëëèï òè÷åñêî é êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì î é

- Û è.

Î í àñè ì ì åòðèè . î ï ðåäåëÿåòñÿ

~ „.~ ( õ' õ' )

õ' õ'
ãä å : d - ô î ê àë ü í î å ð à ññò î ÿ í è å — , — - ï àð àì åòð û , î ï ð åä åë åí í û å â

õ ~ ~ ' ~ õ '
ñëåäóþ ù èõ î áëàñòÿõ : 0 ( ~ < î , „ ~ < ~ < oo .
Ýòà êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à èçîá ðàæåí à í à ðèñ. 11.



~~

) ( 2

õ"= é «ü'6

~~

Ðèñ. 11.

Èç î ï ðåäåëåí èÿ ýëëèï òè÷åñêî é êî î ðäèí àòí î é
ñóù åñòâî âàí èå â í åé äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ èí âàðèàí òî â:

1). d, õ' — ô èêñèðî âàí û .

ñèñòåì û ñëåäóåò

~

Ýòî óðàâí åí èå ýëëèï ñà.
2). d, õ — ôèêñèðî âàí û .

~~~

g ~ 4 ( ó ' )

~~~

~ î ( ã,R)

à âî âòî ðî ì ñëó÷àå — ï ðåî áðàçî âàí èå ï ñåâäî î ðòî ãî í àëüí î é ñï åöèàëüí î é

ãðóï ï û SO(1,1):

Ýòî óðàâí åí èå ãèï åðáî ëû .
Ëåãêî çàì åòèòü, ÷òî â ï åðâî ì ñëó÷àå èì ååòñÿ ï ðåî áðàçî âàí èå ãðóï ï û

âðàù åí èé 80 (2,Â.):



~~~~

J . ó ( g >

~~~~

4 ÿ

~

g , ñû ( " ) ~. ( ' )
~" (~

ãäå S — ï àðàì åòð ãðóï ï û .

Òàêèì î áðàçî ì , ñèì ì åòðèéí û å ñâî éñòâà ýëëèï òè÷åñêî é ñèñòåì û
êî î ðäèí àò î ï èñû âàþ òñÿ äâóì ÿ ëèí åéí û ì è î äí î ï àðàì åòðè÷åñêèì è ãðóï ï àì è
SO(2,R) è SO(1,1).

Â èí òåðåñóþ ù åé í àñ ï ðî áëåì å áóäåò èñï î ëüçî âàòüñÿ òî ëüêî î ï åðàöèÿ
ñèì ì åòðèè, äåéñòâóþ ù àÿ í à ýëëèï ñå. Å¸ ì û í àçû âàåì ýëëèï òè÷åñêî é
ñèì ì åòðèåé è î áî çí à÷àåì îÅ

Äåéñòâèÿ ï åðå÷èñëåí í û õ î ï åðàöèé ñèì ì åòðèé áóäóò ðàññì àòðèâàòüñÿ â
ï ëî ñêî ñòè (õ, z). Èí âàðèàí òàì è ýòèõ äåéñòâèé áóäóò ÿâëÿòüñÿ ëèí èè ôðî í òî â
ï ðî äî ëüí û õ âî ëí â ï ëî ñêî ñòè (õ, z). Î í è ï î êàçàí û í à ðèñ. 7-10.

Î ãðàí è÷èì ñÿ ñèì ì åòðèéí û ì àí àëèçî ì ëèí èé ôðî í òî â òî ëüêî âáëèçè
î ï òè÷åñêî é î ñè z ðàññì àòðèâàåì ûõ ï ÿòè ñèñòåì . Â ýòî ì ï ðèáëèæåí èè
ãèï åðáî ëè÷åñêèå è ï àðàáî ëè÷åñêèå ëèí èè ôðî í òî â ðàçóì í î
àï ï ðî êñèì èðî âàòü ýëëèï òè÷åñêèì è ëèí èÿì è, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ï ðè÷èí î é
ââåäåí èÿ òî ëüêî î äí î é î ï åðàöèè QE

Êðî ì å òî ãî , ï ðè ñèì ì åòðèéí î ì àí àëèçå ãåî ì åòðèé ôðî í òî â òî ëüêî
âáëèçè î ñè z âî çí èêàåò ï ðî áëåì à ñ ñèì ì åòðèéí û ì î ï èñàí èåì ëèí èé,
èì åþ ù èõ ðàçí û å çí àêè êðèâèçí û . Â ýòî é ñèòóàöèè ôðî í òû ñ ðàçí û ì è
çí àêàì è êðèâèçí û ñ÷èòàþ òñÿ ñèì ì åòðèéí î í åýêâèâàëåí òí û ì è. Ï åðåõî ä î ò
ëèí èè ñ î äí èì çí àêî ì ê àâèçí û ê ëèí èè ñ äðóãèì çí àêî ì î ñóù åñòâëÿåòñÿ
ï î ñðåäñòâî ì î ï åðàöèè Ì .

Ï ðè î ï èñàí èè ôðî í òî â ñëî æí î é ãåî ì åòðèè, ï î êàçàí í ûõ í à ðèñ. 12,

~~~~



2 8

ì û áóäåì ï î ëüçî âàòüñÿ ï î í ÿòèåì î ï åðàöèè ñî ñòàâí î é ñèì ì åòðèè.
Î ï ðåäåëèì ýòó î ï åðàöèþ .

Ëþ áóþ äî ñòàòî ÷í î ñëî æí óþ ëèí èþ ôðî í òà 2 . = ~ (" ) â ï ëî ñêî ñòè
(õ, z) ì î æí î ï ðåäñòàâèòü â âèäå ëèí èè ü = ß Õ) > èí âàðèàí òí î é
î òí î ñèòåëüí î î äí î é èç ââåäåí í û õ âû ø å î ï åðàöèé ñèì ì åòðèè Ò, R, Å, MR,
Ì Å è ï î äâåðæåí í î é çàòåì äåô î ðì àöèè ñæàòèÿ-ðàñòÿæåí èÿ D âäî ëü z. Â
èí òåðåñóþ ù åé í àñ ñèòóàöèè äåéñòâèå î ï åðàòî ðà D ì î æåò çàâèñåòü î ò õ.
Äåéñòâèå î ï åðàòî ðà D â ï ðåî áðàçî âàí èè

~(õ) = I ) $(<)

ì î æí î ðåàëèçî âàòü äâóì ÿ ðàçëè÷í û ì è ñï î ñî áàì è. Ï ðî èëëþ ñòðèðóåì èõ í à
ï ðèì åðå ï ðåî áðàçî âàí èé ï ðî åêòèâí î é ãðóï ï û

4 õ + Â
Õ =

C X + Ê

~

ãäå À , Â, Ñ, Ê — ãðóï ï î âû å ï àðàì åòðû .

Çàôèêñèðóåì À , Â, Ñ, Ê. Òî ãäà â êà÷åñòâå D ì î æí î âû áðàòü î ï åðàòî ð

~~

Ñ õ + <

òàê ÷òî

Â ýòî ì çàêëþ ÷àåòñÿ ñóòü ï åðâî ãî ñï î ñî áà ðåàëèçàöèè î ï åðàöèè Î .
Ì î æí î ï î ñòóï àòü ï î -äðóãî ì ó è âû áðàòü äåéñòâèå Df(x) â âèäå

Òî ãä à

~

Â ýòî ì çàêëþ ÷àåòñÿ ñóòü âòî ðî ãî ñï î ñî áà ðåàëèçàöèè î ï åðàöèè D.
Âèäí î , ÷òî â ýòî ì ñëó÷àå ýôôåêò ñæàòèÿ-ðàñòÿæåí èÿ f(x) âäî ëü 2
äî ñòèãàåòñÿ ï óòåì ðåàëèçàöèè áî ëåå ñëî æí î é êî ì ï î çèöèè î ï åðàöèé
ñèì ì åòðèé, ñì û ñë êî òî ðî é ì û âñêðî åì í èæå.

Î áà ñï î ñî áà ðåàëèçàöèè î ï åðàöèè D î òëè÷àþ òñÿ äðóã î ò äðóãà.
Í àï ðèì åð, âòî ðî é ñï î ñî á í å äàåò ï î ëî æèòåëüí î ãî ðåçóëüòàòà â ñëó÷àå f(x) =



~

= Const.

Â î áî èõ ñï î ñî áàõ í àáî ð âåëè÷èí À , Â,Ñ,Ê äëÿ î äí î é ëèí èè ôðî í òà z =
= f(x) ì î æåò î òëè÷àòüñÿ î ò èõ í àáî ðà äëÿ äðóãî é, ñî ñåäí åé ëèí èè ôðî í òà.

Ñì û ñëî âî å ñî äåðæàí èå âåëè÷èí À , Â,Ñ,Ê î ï ðåäåëÿåòñÿ òðåì ÿ
ñèì ì åòðèéí û ì è î ï åðàöèÿì è.

1) Ñäâèã (Â, Ê).
2) Ñæàòèå-ðàñòÿæåí èå (À , Ñ).

3) È í âåð ñèÿ (äåëåí è å â

~~

+ Ê

Î òñþ äà ñëåäóåò, ÷òî äåéñòâèå Î í à f(x) âî âòî ðî ì ñï î ñî áå ì î æí î
èí òåðï ðåòèðî âàòü êàê äåéñòâèå êî ì ï î çèöèè óêàçàí í û õ òðåõ î ï åðàöèé
ñèì ì åòðèé.

Î òì åòèì , ÷òî èñï î ëüçî âàí èå ï ðî åêòèâí î ãî ï ðåî áðàçî âàí èÿ â
ðàññì àòðèâàåì î é í àì è ï ðî áëåì å — í å åäèí ñòâåí í î âî çì î æí û é âàðèàí ò.

Òàêî âî ñì û ñëî âî å ñî äåðæàí èå î ï åðàòî ðà D, ôèãóðèðóþ ù åãî â
èí òåðåñóþ ù åé í àñ ï ðî áëåì å.

Òåï åðü ñòàí î âèòñÿ ï î í ÿòí û ì , êàê ââåñòè î ï åðàöèþ ñî ñòàâí î é
ñèì ì åòðèè. Î í à äî ëæí à ñî äåðæàòü î äí ó èç î ï åðàöèé Ò, R, Å, Ì Â., Ì Å,
ñî î òâåòñòâóþ ù óþ ãåî ì åòðèè í åèñêàæåí í î é ëèí èè ôðî í òà z = f(x). Ýòà ëèí èÿ
— àëãåáðàè÷åñêèé èí âàðèàí ò î äí î ãî èç î ï åðàòî ðî â Ò, Â., Å, Ì Â., Ì Å. Äðóãàÿ

êî ì ï î í åí òà î ï åðàöèè ñî ñòàâí î é ñèì ì åòðèè äî ëæí à ñî äåðæàòü î ï åðàöèþ Î â
ñì û ñëå, óñòàí î âëåí í î ì í àì è âû ø å. Äàëåå áóäåì î áî çí à÷àòü î ï åðàöèþ
ñî ñòàâí î é ñèì ì åòðèè ï î ñðåäñòâî ì ~ , ãäå Ü — î áî çí à÷åí èå î äí î é èç

:Ü
î ï åðàöèé Ò , R, Å, MR, ME. Ï ðèì åðû î ï åðàöèé ñî ñòàâí î é ñèì ì åòðèè â
ñëó÷àå Ü = Å, M E ï ðèâåäåí û í à ðèñ.12.

Ï ðåäñòàâëåí í î é âû ø å èí ô î ðì àöèè äî ñòàòî ÷í î äëÿ ñèì ì åòðèéí î ãî
àí àëèçà ãåî ì åòðèé ôðî í òî â ï ðî äî ëüí î é âî ëí û â ï ëî ñêî ñòè (õ, z),
èçî áðàæåí í û õ í à ðèñ. 7-10, è èõ ýâî ëþ öèè âäî ëü î ï òè÷åñêî é î ñè z äëÿ âñåõ
ï ÿòè âû áðàí í û õ í àì è ñèñòåì , ï î êàçàí í û õ í à ðèñ. 1. Ýòî ò àí àëèç çàêëþ ÷àåòñÿ
â ñî ñòàâëåí èè è èçó÷åí èè öåï î ÷åê èç î ï åðàöèé ñèì ì åòðèé, ñî î òâåòñòâóþ ù èõ
ãåî ì åòðèè âî ëí î âî ãî ôðî í òà, ýëåì åí òû êî òî ðûõ ï î ñëåäî âàòåëüí î
èçì åí ÿþ òñÿ ï î ì åðå äâèæåí èÿ è èçì åí åí èÿ ãåî ì åòðèè ýòî ãî ôðî í òà âäî ëü
î ñè z. È í òåðåñóþ ù èå í àñ öåï î ÷êè î ï åðàöèé ñèì ì åòðèé í àï èñàí û ñí èçó
ðèñóí êî â 7-10, í à êî òî ðû õ èçî áðàæåí û ñî î òâåòñòâóþ ù èå èì ãåî ì åòðèè
ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí â ï ÿòè âû áðàí í û õ í àì è ñèñòåì àõ.

4.2. Ñèì ì åòðèéí àÿ êëàññèÔèêàöèÿ è âû âî äû ï î ñèì ì åòðèéí î ì ó
àí àëèçó Ãåî ì åòðèé ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí .

Ñëî æí î ñòü ôèçè÷åñêî ãî
ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ ï ÿòè

âî ñï ðèÿòèÿ âî ëí î âî é ñòðóêòóðû ï î ëÿ
ðàññì àòðèâàåì ûõ î áúåêòî â î ï ðåäåëÿåòñÿ



ÇÎ

êî ëè÷åñòâî ì î ï åðàòî ðî â ñèì ì åòðèè, ï ðèñóù èõ èì . × åì áî ëüø å òàêèõ
î ï åðàòî ðî â, òåì ñëî æí åå ôèçè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà î áúåêòà. Í àì è óñòàí î âëåí à
ñëåäóþ ù àÿ ãðàäàöèÿ ýòèõ î áúåêòî â ï î ñëî æí î ñòè èõ ôèçè÷åñêî ãî
âî ñï ðèÿòèÿ:

1) êî í ô î êàëüí û é óñòî é÷èâû é ðåçî í àòî ð (6 î ï åðàòî ðî â ñèì ì åòðèè),
2) öèëèí äðè÷åñêèé ðåçî í àòî ð è ðåçî í àòî ð ñ ï ëî ñêèì è ï ðÿì î óãî ëüí û ì è

çåðêàëàì è (8 î ï åðàòî ðî â ñèì ì åòðèè),
3) ðåçî í àòî ð ñ âû ï óêëû ì è çåðêàëàì è (9 î ï åðàòî ðî â ñèì ì åòðèè),
4) òåëåñêî ï è÷åñêèé ðåçî í àòî ð (11 î ï åðàòî ðî â ñèì ì åòðèè).
Ñëåäóåò, î äí àêî , î òì åòèòü, ÷òî ââåäåí í û å í àì è î ï åðàòî ðû ñèì ì åòðèè

í å ðàâí î öåí í û ï î ñëî æí î ñòè. Ï ðî ñòåéø èì è î ï åðàòî ðàì è ÿâëÿþ òñÿ Ì è Ò, à
ñàì û ì è ñëî æí û ì è — î ï åðàòî ðû ñî ñòàâí î é ñèì ì åòðèè òèï à Ò Å

l

Î(èëè
1

D

Ï ðèâåäåì ãðàäàöèþ èñï î ëüçî âàí í û õ í àì è î ï åðàòî ðî â ñèì ì åòðèé ï î
ñëî æí î ñòè èõ ô èçè÷åñêî ãî âî ñï ðèÿòèÿ :

1) Ì ;
2) Ò;
3) R, M R;
4) ,. Ì Å;
5)

~

D >

Å

~~~

Ñ ó÷åòî ì ô àêòî ðà ñëî æí î ñòè î ï åðàòî ðî â ñèì ì åòðèè í àèáî ëåå
ï ðî ñòû ì è â ôèçè÷åñêî ì âî ñï ðèÿòèè ÿâëÿþ òñÿ ñèñòåì û âî ëí î âû õ ôðî í òî â ñ
öèëèí äðè÷åñêèì ðåçî í àòî ðî ì è ñ ðåçî í àòî ðî ì èç ï ëî ñêèõ ï ðÿì î óãî ëüí ûõ
çåðêàë, à òàêæå ñ êî í ô î êàëüí û ì óñòî é÷èâû ì ðåçî í àòî ðî ì . Ñàì î é ñëî æí î é
ï î -ï ðåæí åì ó, î ñòàåòñÿ ñèñòåì à ñ òåëåñêî ï è÷åñêèì ðåçî í àòî ðî ì .

Åù å î äèí ôàêòî ð ñëî æí î ñòè ôèçè÷åñêî ãî âî ñï ðèÿòèÿ ðàññì àòðèâàåì û õ
ñèñòåì î ï ðåäåëÿåòñÿ í åðàâí î öåí í î ñòüþ âî ñï ðèÿòèÿ ï åðåõî äî â ì åæäó
î ï åðàòî ðàì è ñèì ì åòðèé. Ñàì û ì ñëî æí û ì ñ ýòî é òî ÷êè çðåí èÿ ÿâëÿåòñÿ
ï åðåõî ä

~

à ñèñòåì àõ ñ òåëåñêî ï è÷åñêèì ðåçî í àòî ðî ì è ñ ðåçî í àòî ðî ì , èì åþ ù èì
âû ï óêëû å çåðêàëà.



~

Í à ýòî ì çàâåðø àåòñÿ ðåø åí èå çàäà÷è ñèì ì åòðèéí î é êëàññèôèêàöèè
ãåî ì åòðèé ôðî í òî â ï ðî äî ëüí ûõ âî ëí ï ÿòè âû áðàí í ûõ í àì è ñèñòåì .

Ï ðî âåäåí í û é âû ø å ñèì ì åòðè÷í û é àí àëèç âåñüì à ï ðèì èòèâåí . Òåì í å
ì åí åå, î í äàåò î áù åå ï ðåäñòàâëåí èå î ì åòî äå ñèì ì åòðèéí î ãî èçó÷åí èÿ
ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ. Ñ í àø åé òî ÷êè çðåí èÿ, î í ÿâëÿåòñÿ
î ÷åí ü ýôô åêòèâí û ì è ï åðñï åêòèâí û ì ï ðè èçó÷åí èè ôèçè÷åñêèõ ñâî éñòâ
ýòî ãî ï î ëÿ.

Äàëüí åéø åå óòî ÷í åí èå èñï î ëüçî âàí í î ãî í àì è ì åòî äà ñèì ì åòðèéí î ãî
àí àëèçà ãåî ì åòðèé ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí ñëåäóåò ï ðî âî äèòü â äâóõ
í àï ðàâëåí èÿõ:

1) í àáî ð î ï åðàöèé ñèì ì åòðèé í óæí î äî ï î ëí èòü î ï åðàöèÿì è
ãèï åðáî ëè÷åñêî é è ï àðàáî ëè÷åñêî é ñèì ì åòðèé;

2) í óæí î óòî ÷í èòü è ðàñø èðèòü ñî äåðæàí èå î ï åðàöèè ðàñòÿæåí èÿ —
ñæàòèÿ D.

Êî í å÷í î é öåëüþ ñèì ì åòðèéí î ãî àí àëèçà ðàññì î òðåí í î é âû ø å
ï ðî áëåì û ÿâëÿåòñÿ àí àëèòè÷åñêî å ï î ñòðî åí èå ãëàäêèõ ì í î ãî î áðàçèé
ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí äëÿ ï ÿòè âû áðàí í ûõ ñèñòåì . Òåì ñàì û ì ÷àñòè÷í î
ðàçðåø àåòñÿ çàäà÷à èõ ï î ëóêî ëè÷åñòâå í í î ãî ãëî áàëüí î ãî î ï èñàí èÿ.
Äî ñòèæåí èå ýòî é öåëè èí òåðåñí î ñ ï ðèêëàäí î é òî ÷êè çðåí èÿ. Ì û , î äí àêî ,
î ãðàí è÷èì ñÿ äî ñòèãí óòû ì óðî âí åì ðåø åí èÿ ï ðî áëåì û . Î í ÿâëÿåòñÿ
äî ñòàòî ÷í û ì äëÿ å¸ êà÷åñòâåí í î ãî ôèçè÷åñêî ãî âî ñï ðèÿòèÿ.

Ï ðî âåäåí í û é âû ø å ñèì ì åòðèéí û é àí àëèç ôðî í òî â ï ðî äî ëüí û õ âî ëí
ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é ðåø åí èå òî ëüêî ï î ëî âèí û çàäà÷è ãëî áàëüí î ãî àí àëèçà
ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ. Äðóãàÿ ï î ëî âèí à çàäà÷è çàêëþ ÷àåòñÿ â
èçó÷åí èè ñèì ì åòðèéí û õ ñâî éñòâ ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ýòî ãî ï î ëÿ. Í èæå
ì û ï ðåäñòàâèì ðåø åí èå ýòî é çàäà÷è äëÿ ï ÿòè âû áðàí í û õ í àì è ñèñòåì .

5. Ô è çè ÷åñê î å ï ðåäñòàâë åí è å î ñòðóêòóð å ï î ï åð å÷ í û õ

ê î ë åáàí è é ï î ë ÿ ë àçåð í î ãî è çë ó÷åí è ÿ â ð àññì àò ð è âàåì û õ

ð åçî í àòî ðàõ è çà è õ ï ð åäåë àì è .

5 .1. Î áù è å ï î ë î æåí è ÿ

Èçó÷åí èå ñòðóêòóðû ï î ï åðå÷í ûõ êî ëåáàí èé ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ
í à÷èí àåòñÿ ñ àí àëèçà å¸ ñâî éñòâ âí óòðè ðåçî í àòî ðà. Ýòî çàäà÷à
í åðåëÿòèâèñòñêî é êâàí òî âî é ì åõàí èêè. Î í à ñâî äèòñÿ ê î ï ðåäåëåí èþ
ñî áñòâåí í û õ çí à÷åí èé ýí åðãèè è ñî î òâåòñòâóþ ù èõ èì ñî áñòâåí í ûõ ôóí êöèé
ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ âí óòðè ðåçî í àòî ðà. Êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à â
òàêî é êâàí òî âî ì åõàí è÷åñêî é çàäà÷å àññî öèèðóåòñÿ ñ ãåî ì åòðèåé ôðî í òî â
ï ðî äî ëüí û õ âî ëí âí óòðè ðåçî í àòî ðà, êî òî ðóþ ì û óæå ðàññì î òðåëè ðàí åå.

Î ñí î âí û ì êâàí òî âî ì åõàí è÷åñêèì î áúåêòî ì , ôèãóðèðóþ ù èì ï ðè
ðåø åí èè äàí í î é çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ ðåçî í àòî ðí û é ï î òåí öèàë U,, êî òî ðû é
ââî äèòñÿ ñëåäóþ ù èì î áðàçî ì .



Òàê î ï ðåäåëåí í û é U~ ðàçóì í î èñï î ëüçî âàòü â êà÷åñòâå ï î òåí öèàëà â
óðàâí åí èÿõ Ø ðåäèí ãåðà î òí î ñèòåëüí î âî ëí î âûõ ôóí êöèé ù è ù
ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ.

Î ï ðåäåëåí èå U~ î ÷åâèäí î î áî áù àåòñÿ äëÿ î ï èñàí èÿ ù è ù í å òî ëüêî
âí óòðè ðåçî í àòî ðà, í î è çà ï ðåäåëàì è åãî áî êî âûõ ãðàí èö.

Â ñëó÷àå ðåçî í àòî ðà ñ öèëèí äðè÷åñêî é ñèì ì åòðèåé 0 ð ÿâëÿåòñÿ
ôóí êöèåé òî ëüêî î ò î äí î é ðàäèàëüí î é êî î ðäèí àòû õ = 2. Ï ðèì åð U~( 2.) äëÿ
óñòî é÷èâî ãî êî í ô î êàëüí î ãî ðåçî í àòî ðà ï ðèâåäåí í à ðèñ. 13.

Í à ðèñ. 13à ëèí èè õ = var, õ = Const ëåæàò í à ï î âåðõí î ñòÿõ ôðî í òî â ã

ðàäèàëüí û õ âî ëí .
Èç ðèñ. 136 âèäí î , ÷òî ñî áñòâåí í û å çí à÷åí èÿ ýí åðãèè è

ñî î òâåòñòâóþ ù èå èì ñî áñòâåí í û å ôóí êöèè ðàäèàëüí û õ êî ëåáàí èé
î ï ðåäåëåí û ï î òåí öèàëüí î é ÿì î é UÄg ).

Ï óñòü í à ï ðî äî ëüí û õ êî î ðäèí àòí ûõ ëèí èÿõ õ = var; õ , õ = Const
êðèâî ëèí åéí î é î ðòî ãî í àëüí î é êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û (õ , õ , õ ) î ï ðåäåëåí à
ôàçî âàë ì åòðèêà ~„ (õ , õ , õ ) ï ðî äî ëüí î é âî ëí û . Âåëè÷èí à ggÄ ( q" » q' g >)
èì ååò ñì û ñë êî ýô ôèöèåí òà ñæàòèÿ-ðàñòÿæåí èÿ äåêàðòî âà êî î ðäèí àòí î ãî
ì àñø òàáà (â î áû ÷í î ì ôèçè÷åñêî ì ï ðî ñòðàí ñòâå ñ êî î ðäèí àòàì è õ, ó, z) âî òí î ø åí èè ê åäèí è÷í î ì ó í åèçì åí í î ì ó êî î ðäèí àòí î ì ó ì àñø òàáó Ëõ âäî ëü ' 1

êî î ðäèí àòû õ ï ðè ô èêñèðî âàí í ûõ çí à÷åí èÿõ õ~, õ . Äëèí à Ü êî î ðäèí àòí î é
ëèí èè õ = var ì åæäó çåðêàëàì è ðåçî í àòî ðà â ï ðî ñòðàí ñòâå (õ, ó, z)
î ï ðåäåëÿåòñÿ òàê:

Õ .

ãäå 0 è õ', ÿâëÿþ òñÿ òî ÷êàì è å¸ ï åðåñå÷åí èÿ ñ ï î âåðõí î ñòÿì è ðåçî í àòî ðí û õ

çåðêàë.
Ä àëåå áóäåì ï î ëàãàòü, ,÷òî ï î âåðõí î ñòè ðåçî í àòî ðí û õ çåðêàë ñëàáî

èçî ãí óòû . Òî ãäà ô óí êöèþ Ü(õ , õ ) óäî áí î èñï î ëüçî âàòü â êà÷åñòâå ì åðû , ã

î ï ðåäåëÿþ ù åé ï åðåì åí í î å ðàññòî ÿí èå ì åæäó ï î âåðõí î ñòÿì è ðåçî í àòî ðí û õ
çåðêàë â ðàçëè÷í û õ òî ÷êàõ (õ , õ ) . Ì î æí î åù å áî ëåå óï ðî ñòèòü ñèòóàöèþ , ã ç

åñëè ââåñòè í åêî òî ðû å ï î ñòî ÿí í û å âäî ëü êàæäî é èç ëèí èé õ = var ñðåäí èå
ï î õ çí à÷åí èÿ âåëè÷èí ( ~/ ó „ ( õç õç) ~. Òî ãäà

Q ( x' , õ' = õ. - < ~ ~Ä (x' „ )' >

~
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Óòî ÷í åí èå äàí í î é êàðòèí û î ï ðåäåëåí èÿ ñòðóêòóðû ðàäèàëüí û õ
êî ëåáàí èé áóäåò äàí î í àì è ï î çäí åå. Ñåé÷àñ ï î êà âàæí î óñòàí î âèòü
ñóù åñòâåí í óþ ðî ëü ï î òåí öèàëà 13ð(Â) â ýòî ì î ï ðåäåëåí èè.

Äðóãèì âàæí û ì ôèçè÷åñêèì ýô ôåêòî ì , óÿñí ÿþ ù èì ñóù í î ñòü
ï î ñòàâëåí í î é ï ðî áëåì û , ÿâëÿåòñÿ äèôðàêöèî í í û é ýô ô åêò. Î í î ï èñû âàåòñÿ
ï î òåí öèàëî ì

~

ó )( ~

~

Ï î ( åðõÍ î ñòÜ çåðêàëà
x"=î

~

Ðèñ. 13.

ãäå ð — àì ï ëèòóäà ï î ï åðå÷í î é âî ëí û .
Ï ðî äåì î í ñòðèðóåì åãî äåéñòâèå í à ï ðèì åðå î äí î ì åðí î ãî

êâàí òî â î ì åõàí è÷ åñêî ãî ãàðì î í è÷åñêî ãî î ñöèëëÿòî ðà. Ðàññì î òðèì åãî
êî ëåáàí èÿ ñ ñî áñòâåí í û ì çí à÷åí èåì ýí åðãèè Å âî âí åø í åì ï î òåí öèàëüí î ì
ï î ëå U = î (õ) , ãäå î = Const > Î , õ — êî î ðäèí àòà. Óðàâí åí èå Ø ðåäèí ãåðà ã

î òí î ñèòåëüí î âî ëí î âî é ôóí êöèè ó (õ) î ñöèëëÿòî ðà èì ååò âèä:

Ãðóáî àï ï ðî êñèì èðóåì àì ï ëèòóäí óþ çàâèñèì î ñòü ð(õ) âî ëí î âî é ôóí êöèè
tp = y (x) exp( i ,ã(õ) ) , (y — ôàçà) â âèäå ~= åõð [-à(õ) ] , ãäå à = Const > Î . Â

ýòî ì ñëó÷àå
ó = 2 g . [ g - 2 ë ~ ( õ ) ' ]

3



~

Äâèæåí èå y (x) áóäåò ï ðî èñõî äèòü â ï î òåí öèàëå U(x) + U>(x). Âèäí î ,
÷òî äèôðàêöèî í í û é ï î òåí öèàë áóäåò êî ì ï åí ñèðî âàòü äåéñòâèå ï î òåí öèàëà
âí åø í èõ ñèë U=6 (õ) .

Ï ðè áî ëåå òî ÷í î é àï ï ðî êñèì àöèè çàâèñèì î ñòè ð(õ) - ð(õ), êî òî ðî é
ñî î òâåòñòâóåò Á~(õ) — + U>(x), î êàçû âàåòñÿ, ÷òî äâèæåí èå ó (õ) èì ååò ì åñòî â
ï î òåí öèàëå U(X) + UQ(X), çî áðàæåí í î ì í à ðèñ. 14.

Ðè ñ. 14 .

Âèäí î , ÷òî ýòî ò ï î òåí öèàë çàì åòí î î òëè÷àåòñÿ î ò U(x). Î áëàñòü åãî
çí à÷åí èé, â î òëè÷èå î ò ï î òåí öèàëà U(x), êî í å÷í à. Âàæí î î òì åòèòü, ÷òî
ôóí êöèÿ U(x) + U>(x) í å äî ëæí à ï ðåâû ø àòü çí à÷åí èÿ âåëè÷èí û Å.

Î òñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ó÷åò äèôðàêöèî í í î ãî ýô ôåêòà ì î æåò ñóù åñòâåí í î
î ï ðåäåëÿòü ñòðóêòóðó èññëåäóåì î ãî âî ëí î âî ãî ï î ëÿ, â ÷åì ì û òàêæå
í åî äí î êðàòí î óáåäèì ñÿ â äàëüí åéø åì .

Äàëåå, ï ðè î ï èñàí èè äâèæåí èÿ ï î ï åðå÷í î é âî ëí û , í àì ï î òðåáóþ òñÿ
î ï ðåäåëåí èÿ ï î í ÿòèé ô àçî âî é ñêî ðî ñòè Þ~ âî ëí û è ñêî ðî ñòè 3~ âî ëí û
ï ëî òí î ñòè ýí åðãèè, à òàêæå î ï ðåäåëåí èå ñî î òí î ø åí èÿ ì åæäó í èì è. Äàäèì
ýòè î ï ðåäåëåí èÿ.

Áóäåì î ï èñû âàòü äâèæåí èå ï î ï åðå÷í î é âî ëí û óðàâí åí èåì
î òí î ñèòåëüí î âî ëí î âî é ôóí êöèè ó(õ, t) :

~

ãäå Ó(õ) — í åêî òî ðàÿ ï î òåí öèàëüí àÿ ôóí êöèÿ.
Â ñëó÷àå ñâî áî äí î ãî äâèæåí èÿ ï ðè U = 0 ýòî óðàâí åí èå èì ååò ðåø åí èå

~~~

ãä å Õ ,~ - ï î ñò î ÿ í í û å âåë è ÷è í û .



~

Â ýòî ì ñëó÷àå ï î í ÿòè å ô àçî âî é ñêî ð î ñòè î ï ðåä åëÿåòñÿ òàê :

~

Ä àëåå áóäåò äàí î áî ëåå î áù åå î ï ðåäåëåí è å ñêî ð î ñòè
Â û ðàçè ì âî ëí î âóþ ô óí êöèþ ó (õ , t ) ÷åðåç àì ï ëèòóäó ð~ñ, t )

ñð(õ , t ) :
è ô àçó

~

Ï î äñòàâèì ýòî âû ðàæåí èå â èñõî äí î å óðàâí åí èå è âûäåëèì
äåéñòâèòåëüí óþ è ì í èì óþ ÷àñòè. Ï î ëó÷èì ñèñòåì ó óðàâí åí èé î òí î ñèòåëüí î

p , x x2 k. ~

~

Ï ðåí åáðåæåì äèôðàêöèî í í û ì ýôôåêòî ì (ð — Î ) è ï î ëî æèì y „„- Î .
Ï î ëó÷èì

~

24 q

~~

+ V Ä ( g'

~

i X) t

È ç ï î ñë åä í åãî óð àâí åí è ÿ ñë åäó åò î ï ð åä åë åí è å ~ ~ â âè ä å

~~~

Ê — 9 >x .

Ðàññì î òðèì âî ëí î âî é ï ðî öåññ, óñòàí î âèâø èéñÿ âî âðåì åí è. Òî ãäà

è ì î æí î ââåñòè ï î í ÿòè å ï î ëí î é ýí åðãèè Å âî ë í î âî ãî äâèæåí èÿ :

~~

Òî ãäà èç ï åðâî ãî óðàâí åí èÿ ï î ñëåäí åé ñèñòåì û âèäí î , ÷òî âåëè÷èí à
y ' (õ) = Å — V(x)
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~

Ê ( õ )

~~~

Â èäí î , ÷òî ï ðè Á (õ) — ýÅ è ì ååò ì åñòî

Òàêî âû òðåáóåì û å î ï ðåäåëåí èÿ ï î í ÿòèé 'Ê~ , Ê â è ñî î òí î ø åí èÿ

ì åæäó í èì è.
Òèï è÷í àÿ ï ðî áëåì à, êî òî ðàÿ âî çí èêàåò ï ðè èçó÷åí èè ñòðóêòóðû ï î ëÿ â

ðåçî í àòî ðàõ ñ öèëèí äðè÷åñêî é î ñåâî é ñèì ì åòðèåé, çàêëþ ÷àåòñÿ â
ñëåäóþ ù åì . Òðåáóåòñÿ î ï èñàòü ï î ï åðå÷í î å ðàäèàëüí î å êî ëåáàí èå ï î ëÿ â
êðóãî âî é î áëàñòè, ï î êàçàí í î é í à ðèñ. 15.

Ðè ñ. 15.

áóäåò èì åòü ñì û ñë êèí åòè÷åñêî é ýí åðãèè âî ëí î âî ãî äâèæåí èÿ. Êàê âèäèì ,
î í à çàâèñèò î ò õ. Â ýòî ì ñëó÷àå äàí í î å âû ø å î ï ðåäåëåí èå ~ ~ ï ðè
Ê = Const äî ï óñêàåò ëî êàëüí óþ ï î õ èí òåðï ðåòàöèþ

Ýòî è åñòü èñêî ì î å î ï ðåäåëåí èå Þ ~ .
Èç ï î ëó÷åí í î ãî î ï ðåäåëåí èÿ ~ ~ è äàí í î ãî âû ø å î ï ðåäåëåí èÿ

ñëåäóåò, ÷òî



~

Ðàññì î òðèì äâèæåí èå âî ëí , ñî ñòàâëÿþ ù èõ ðàäèàëüí î å êî ëåáàí èå,
âäî ëü êî î ðäèí àòí î é òðóáêè, ï î êàçàí í î é í à ðèñ. 15. Âèäí î , ÷òî ñå÷åí èå ýòî é
êî î ðäèí àòí î é òðóáêè ñí à÷àëà ñæèì àåòñÿ äî í óëÿ, à çàòåì ðàñòÿãèâàåòñÿ.
Òðóäí î ñòü çàêëþ ÷àåòñÿ â î ï èñàí èè âî ëí î âî ãî äâèæåí èÿ â î êðåñòí î ñòè
í óëåâî ãî ñå÷åí èÿ òðóáêè. Î í à óñòðàí ÿåòñÿ ñëåäóþ ù èì î áðàçî ì .

Çàì åòèì , ÷òî ï ëî òí î ñòü ýí åðãèè ðàäèàëüí î é âî ëí û ð~, ãäå ð — åå

àì ï ëèòóäà, â í óëåâî ì ñå÷åí èè òðóáêè í å ì î æåò èì åòü î òëè÷í óþ î ò í óëÿ
ñêî ðî ñòü ðàñï ðî ñòðàí åí èÿ 'lf~ . Ñ äðóãî é ñòîð î í û , â í åðåëÿòèâèñòñêî ì
ï ðèáëèæåí èè, ñâÿçü ì åæäó ôàçî âî é ñêî ðî ñòüþ V~ âî ëí û è '4~ , êàê áû ëî

ï î êàçàí î í àì è âû ø å, èì ååò âèä

Ë 2.

Ñ.

Î òñþ äà ñëåäóåò, ÷òî ï ðè 3 > + 0 äî ëæí î áû òü 3 ~ -~' 0 ~-~.

Ñëåäî âàòåëüí î , âî ëí à ýí åðãèè, â ñëó÷àå ï ðèáëèæåí èÿ ê í óëåâî ì ó
ñå÷åí èþ òðóáêè, äî ëæí à çàì åäëÿòüñÿ, à ôàçî âàÿ âî ëí à äî ëæí à óñêî ðÿòüñÿ.

Ýòî òðåáî âàí èå âû ï î ëí ÿåòñÿ, åñëè ï ðåäï î ëî æèòü, ÷òî ðàäèàëüí û å
âî ëí û ðàñï ðî ñòðàí ÿþ òñÿ â í åêî òî ðî ì ï î òåí öèàëüí î ì ï î ëå, èì åþ ù åì
ï î òåí öèàë Ö- , êî òî ðû é í àçî âåì ãåî ì åòðè÷åñêèì .

Ðàäèàëüí àÿ çàâèñèì î ñòü U, ( ú ) äëÿ öèëèí äðè÷åñêî ãî ðåçî í àòî ðà â
î êðåñòí î ñòè '.,~= 0 èçî áðàæåí à í à ðèñ. 16.

U r

~~~~~~

'p (ò=î ) è Å , ãäå Å — ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå ýí åðãèè ðàññì àòðèâàåì î ãî

ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ.
ß ñí î , ÷òî êî î ðäèí àòí àÿ ñèñòåì à, ñâÿçàí í àÿ ñ ôàçàì è ðàäèàëüí û õ âî ëí ,

â ñëó÷àå 13 ô 0 áóäåò èñêàæåí à.
Óÿñí èì ôèçè÷åñêóþ ï ðèðî äó ýòî ãî èñêàæåí èÿ.
Ðàññì î òðèì ï ðî öåññ äâèæåí èÿ ðàäèàëüí î é âî ëí û , î ï èñû âàåì î é

âî ëí î âî é ôóí êöèåé ó , â î ðòî ãî í àëüí î é êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì å (õ , õ ),
èçî áðàæåí í î é í à ðèñ. 17.
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Ú , Õ

Ðèñ. 17.
Ï ðî öåññ äâèæåí èÿ ~~ áóäåì î ï èñû âàòü óðàâí åí èåì Ãåëüì ãî ëüöà

åå

~

~~~~

, å

- êî ì ï î í åí òû ì åòðè÷åñêî ãî òåí çî ðà; g = gq< . à

Ñî âåðø èì çàì åí ó
÷' = p exp( i f ) , ãäå ð, q — àì ï ëèòóäà è ô àçà ðàäèàëüí î é âî ëí û
(äåéñòâèòåëüí û å ôóí êöèè êî î ðäèí àò). Ï î ëàãàÿ, ÷òî ó í å çàâèñèò î ò õ~,

ñî âåðø àÿ óêàçàí í óþ çàì åí ó â óðàâí åí èè Ãåëüì ãî ëüöà è âû äåëÿÿ
äåéñòâèòåëüí û å è ì í èì û å ÷àñòè â í åì , ï î ëó÷èì ñèñòåì ó óðàâí åí èé
î òí î ñèòåëüí î ð, ~ð:

~

4 ~ gn

ß ÔÔ

~~~

~ 22

~~~

ãäå U~ èì ååò ñì û ñë
óðàâí åí èÿ ñëåäóåò

2.ê =E- è - v =e- è
ã

ä è ô ð àêö è î í í î ãî ï î òåí ö è àë à. Òî ãä à è ç ï åð âî ãî

Äàëåå áóäåì èñï î ëüçî âàòü òî ëüêî ï åðâî å èç ýòèõ óðàâí åí èé, â êî òî ðî ì
Ï Î Ë Î Æ È Ì È ð Å ~ Ã ( ~ ) '

Î áî çí à÷èì

$n .
2 . ] ß



~

2÷ã
ë ~. )

æ( ) =

~

~ ß Ì À î

~

ë
ãäå Ë~ - äëèí à ðàäèàëüí î é âî ëí û ï ðè U = Î . Ï î ñêî ëüêó h < = , òî

~

, ÷òî ýêâèâàëåí òí î

~

ß Õ

7.~

~~~~

, ï ðèâî äèòñÿ ê âèäó

~~~~~

Ýòî óðàâí åí èå î òí î ñèòåëüí î ~,è
Åñëè ï ðåí åáðå÷ü âêëàäî ì äèôðàêöèî í í î ãî ýô ô åêòà, ï î ëàãàÿ

ð = Const, òî

Þ

~~

Ñëåäî âàòåëüí î ,
î ï ðåäåëÿåòñÿ òàê:

ãåî ì åòðè÷åñêèé U ~ áåç äèô ðàêöèèï î òåí öè àë ó÷åòà

~~

Ï î ñêî ëüêó

4z
d X"

~

ô

~~

òî

ãä å Ë - ä ë è í à ð àä è àë üí î é â î ë í û .

Î ï ð åä åë è ì ì åòð è ÷åñê è é êî ýô ô è ö è åí ò Ù ì

Ë ( ~ )

ä àëåå, î ï ðåä åë~~

Ú
~ ã~

<1ï î ñëåäí åå óðàâí åí èå, ñ ó÷åòî ì Ì = Å . g
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, z.

Z R
2 Õ"

~

Õ —

~

2õ"

ß

~~

Èòàê, ï î ëó÷åí âàæí û é ðåçóëüòàò, êàñàþ ù èéñÿ ôèçè÷åñêî é ï ðèðî äû
èñêàæåí èÿ êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì û , î ï ðåäåëÿåì î é çàâèñèì î ñòüþ ß ~~ ( ~.) .
Âåëè÷èí à Äí î ï ðåäåëÿåò ãóñòî òó êî î ðäèí àòí û õ ëèí èé õ = Const âäî ëü ü . 2

Èç ôèçè÷åñêèõ ï ðåäñòàâëåí èé, èçëî æåí í û õ âû ø å, ñëåäóåò, ÷òî ýòà ãóñòî òà
ì èí èì àëüí à âáëèçè ×. = 0 (ðàâí à í óëþ ï ðè '~- = Î ) è ï î âû ø àåòñÿ ñ
óâåëè÷åí èåì

Ýòî ýêâèâàëåí òí î òî ì ó, ÷òî ôàçî âàÿ ñêî ðî ñòü ðàäèàëüí û õ âî ëí
ì àêñèì àëüí à (ðàâí à áåñêî í å÷í î ñòè) ï ðè Ú = 0 è óì åí üø àåòñÿ ñ ðî ñòî ì Ú .

Áî ëåå ï î äðî áí û é àí àëèç ðàññì àòðèâàåì î é ï ðî áëåì û çàòðóäí ÿåòñÿ
í åî áõî äèì î ñòüþ ó÷åòà ðàññåÿí èÿ ðàäèàëüí û õ âî ëí í àçàä í à ï î òåí öèàëå U<,
ò.å. ó÷åòî ì ñâÿçè ì åæäó âñòðå÷í û ì è ðàäèàëüí û ì è âî ëí àì è, êî òî ðû å
ñî ñòàâëÿþ ò ðàäèàëüí î å êî ëåáàí èå (ì î äó). Ýòî çàì å÷àí èå ñóù åñòâåí í î ï ðè
î ï ðåäåëåí èè êî î ðäèí àòí î é çàâèñèì î ñòè ð(1) èëè ð(õ ).

Î òì åòèì , ÷òî ââåäåí í àÿ í àì è êî í öåï öèÿ ãåî ì åòðè÷åñêî ãî ï î òåí öèàëà
í àõî äèòñÿ â êà÷åñòâåí í î ì ñî î òâåòñòâèè ñ ô èçè÷åñêî é èí òåðï ðåòàöèåéôóí êöèè Áåññåëÿ 3', ( z ) , ÿâëÿþ ù åéñÿ ñî áñòâåí í î é ôóí êöèåé ðàäèàëüí î ãî

êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ â öèëèí äðè÷åñêî ì ðåçî í àòî ðå (ï ðè î òñóòñòâèè
àçèì óòàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ). Ýòî èëëþ ñòðèðóåòñÿ í à ðèñ. 18.

~

9 - npocr pa. ecx l eH-
í àð <ðàçà pabua* s-

Í Î É ( î ËÈ ü!

~~

Ðè ñ. 18,

Èí òåðåñí î ñðàâí èòü äàí í óþ í àì è âû ø å èí òåðï ðåòàöèþ äåéñòâèÿ
ãåî ì åòðè÷åñêî ãî ï î òåí öèàëà ñ èí òåðï ðåòàöèåé ýòî ãî äåéñòâèÿ â



~

êëàññè÷åñêî é âî ëí î âî é ì åõàí èêå (áåç ó÷åòà ñæàòèé — ðàñòÿæåí èé ì àñø òàáà
ðàäèàëüí î é êî î ðäèí àòû ). Ýòà ï î ñëåäí ÿÿ èí òåðï ðåòàöèÿ èì ååò ì åñòî ï ðè
êëàññè÷åñêî ì èçó÷åí èè êî ëåáàí èé òî í êî é ì åì áðàí û ñ çàêðåï ëåí í î é êðóãëî é
ãðàí èöåé [ 6 ] . Çàäà÷à ðàññì àòðèâàåòñÿ â ï î ëÿðí î é ñèñòåì å êî î ðäèí àò
( Ú , Ö~ ), ñâÿçàí í î é ñ äåêàðòî âî é ñèñòåì î é êî î ðäèí àò (õ, ó) ñëåäóþ ù èì
î áðàçî ì :

x= ú ñ ü~ , ) = ~ ~" W.
Â ñè ñòåì å ê î î ðä è í àò ( 'Z , f ) óð àâí åí è å Ã åë üì ãî ë üö à î òí î ñè òåë üí î

âî ë í î âî é ô ó í êö è è + = × ' ~ ( ú ) - ×' , ( ×~) ñâî ä è òñÿ ê ñë åä óþ ù è ì ó ð àâí åí è ÿ ì

î ò í î ñè òåë üí î Öå ( Ú ) , Ö ä ( Ö>)

~~ñ.~.

~

+ — ' ~~ +(< '
Ú àú ( >)ä Ú '

~

~ã~,

~ y i

~

Ä z.
2ãäå: æ - ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå ýí åðãèè ï î ï åðå÷í î ãî êî ëåáàí èÿ â öåëî ì ; Ò —

ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå ýí åðãèè àçèì óòàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ (ï î ñòî ÿí í àÿ
ðàçäåëåí èÿ). Âåëè÷èí à ( Ò/ ò ) â ï åðâî ì óðàâí åí èè èì ååò ñì û ñë
öåí òðî áåæí î ãî ï î òåí öèàëà. Ö , á.

Äåéñòâèå ââåäåí í î ãî í àì è âû ø å ãåî ì åòðè÷åñêî ãî ï î òåí öèàëà (áåç
ó÷åòà äèôðàêöèè) çäåñü èí òåðï ðåòèðóåòñÿ ñëàãàåì û ì Ä (~

. Î í î
ó÷èòû âàåò âëèÿí èå èçì åí åí èÿ ï î ï åðå÷í î ãî ñå÷åí èÿ Q ( a) êî î ðäèí àòí î é
òðóáêè, â êî òî ðî é ðàñï ðî ñòðàí ÿåòñÿ ðàäèàëüí àÿ âî ëí à, í à ñâî éñòâà ýòî é
âî ëí û . Ñèòóàöèÿ ï ðè Ò = 0 âï î ëí å àí àëî ãè÷í à òî é, êî òî ðàÿ î ï èñû âàåòñÿ
õî ðî ø î èçâåñòí û ì óðàâí åí èåì ðóï î ðà. Ñâÿçü î ÷åâèäí à, ï î ñêî ëüêó
êî ýôôèöèåí ò </ Ú â ýòî ì ñëó÷àå î ï ðåäåëÿåòñÿ êàê ~ „ , ñ (5'» 'ò. . ( dG

Âû ø å ì û ðàññì î òðåëè ì åõàí èçì û ï ðî ÿâëåí èÿ ýô ôåêòà
ãåî ì åòðè÷åñêî ãî ï î òåí öèàëà â ï ðî öåññå äâèæåí èÿ ðàäèàëüí î é âî ëí û â äâóõ
ñëó÷àÿõ:

à) ì àñø òàá ðàäèàëüí î é êî î ðäèí àòû î ï ðåäåëÿåòñÿ ô àçî é ðàäèàëüí î é
âî ëí û ,

4) ì àñø òàá ðàäèàëüí î é êî î ðäèí àòû ï î ñòî ÿí í û é.
Åñòåñòâåí í î âî çí èêàåò âî ï ðî ñ î òðåòüåé âî çì î æí î é ñèòóàöèè (ñ), êî ãäà

ì àñø òàá ðàäèàëüí î é êî î ðäèí àòû î ï ðåäåëÿåòñÿ äâèæåí èåì âî ëí û ï ëî òí î ñòè
ýí åðãèè. Ýòî ò ñëó÷àé (ñ), â èçâåñòí î ì ñì û ñëå, ï ðî òèâî ï î ëî æåí ñëó÷àþ (à).
Ãóñòî òà ðàäèàëüí û õ êî î ðäèí àòí ûõ ëèí èé âáëèçè öåí òðà Ú = Î , â î òëè÷èå î ò
ñëó÷àÿ (à), òåï åðü äî ëæí à áû òü ì àêñèì àëüí î é. Òàêî é ñëó÷àé óæå áûë
ðàññì î òðåí í àì è â [ 1 ] . Èçëî æèì î ñí î âí û å ðåçóëüòàòû ï ðî âåäåí í î ãî òàì
èññëåäî âàí èÿ.

Ðàññì î òðèì óðàâí åí èå Ãåëüì ãî ëüöà î òí î ñèòåëüí î âî ëí î âî é ôóí êöèè

~~



~~

ãä å: d — ð àä è ó ñ ð àññì àòð è âàåì î é êðó ãî âî é

ñî î òâåòñòâó åò Ú = Î , à õ = Î ñî î òâåòñòâó åò

êî î ð ä è í àòàõ ì åòð è ÷åñê è å ê î ýô ô è ö è åí òû ß~~
2õ'

] - = ~ „ = å ' , î áë àñòè , - oo < õ ~< Î , õ = - ñî 2 2

2 = d ; — oo < õ < + ññ,. Â òàêè õ ç

î ï ð åä åë åí û òàê :

à ðàäèàëüí àÿ êî î ðäèí àòà Ú
Õ

ñâÿçàí à ñ õ ñëåäóþ ù èì î áðàçî ì :

~

Ðàçäåëÿÿ ï åðåì åí í û å
óðàâí åí èé î òí î ñèòåëüí î ó~, ó~.

2õ
æ å ~

~

ãäå Ò — ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå ýí åðãèè àçèì óòàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ
(ï î ñòî ÿí í àÿ ðàçäåëåí èÿ).

Ï åðâî å èç ýòèõ óðàâí åí èé ï ðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

(2 )

2 õ„ , ó =ê' 1- å'
ã å î ì å ò ð è ÷ å ñ ê î ã î ï î ò å í ö è à ë à , à

ð à ä è à ë ü í î ã î ê î ë å á à í è ÿ . ÷ .' ä ç . è ì å å ò ñ ì û ñ ë 2 ~ ë à Ê = Æ - Ò - ñ î á ñ ò â å í í î ã î ç í à ÷ å í è ÿ ý í å ð ã è è

~

(ãäå g = Const — ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå ýí åðãèè ï î ï åðå÷í î ãî êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ

â öåëî ì ) â î ðòî ãî í àëüí î é ñèñòåì å êðèâî ëèí åéí û õ êî î ðäèí àò (õ , x ),
ñâÿçàí í î é ñ äåêàðòî âû ì è êî î ðäèí àòàì è (õ, ó) òàê:



~

ø .Ç à â è ñ è ì î ñ ò ü Á ( ' " ) è ñ î á ñ ò â å í í û å ç í à ÷ å í è ÿ ý í å ð ã è è å Ñ è Ê '

êî ëåáàí èé â çàì êí óòî é êðóãî âî é î áëàñòè ñ ãðàí èöåé ï ðè < = d (çà
ï ðåäåëàì è êî òî ðî é ï ðåäï î ëàãàåòñÿ, ÷òî ù = ù = 0) ï î êàçàí û í à ðèñ. 19.

Êàê âèäèì , â ðàññì àòðèâàåì î ì ñëó÷àå ñì û ñëî âî å ñî äåðæàí èå
ãåî ì åòðè÷åñêî ãî ï î òåí öèàëà U ( t .) ñî âï àäåò ñ äàí í û ì í àì è âû ø å.

Óðàâí åí èå (2) ëåãêî ï ðåî áðàçî âàòü ê óðàâí åí èþ ( 1), çàï èñàí í î ì ó äëÿ
ðàäèàëüí î é êî î ðäèí àòû ñ í åèçì åí í û ì ì àñø òàáî ì . Äëÿ ýòî ãî ñëåäóåò
ï ðî èçâåñòè çàì åí ó Õ = Ä - 6í (ò/ô Â ðåçóëüòàòå ï î ëó÷èì óðàâí åí èå

~.ç , ~ ü~ (~ ò >' )~,

êî òî ðî å ñî âï àäàåò ñ óðàâí åí èåì ( 1), ï î ñêî ëüêó Td = Ò.

~

Ðè ñ. 19 ,

Â ñâÿçè ñ ýòèì èí òåðåñí î çàì åòèòü, ÷òî â óðàâí åí èè (2) ó÷òåí û
äåéñòâèÿ êàê ãåî ì åòðè÷åñêî ãî ï î òåí öèàëà, òàê è öåí òðî áåæí î ãî ï î òåí öèàëà
Ö ,à, êî òî ðû ì ñî î òâåòñòâóþ ò ñëàãàåì û å ë- --~-~ è ( - Ò Ö'ç / 'L~ ) â

óðàâí åí èè (1). Î äí àêî ñòðóêòóðà óðàâí åí èÿ (2) çí à÷èòåëüí î ï ðî ù å è
í àãëÿäí åå ñòðóêòóðû óðàâí åí èÿ (1). Í èæå áóäåì àí àëèçèðî âàòü ðàäèàëüí óþ
ñòðóêòóðó ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ñî î òâåòñòâèè ñ ðàññì î òðåí í û ì è âû ø å
ñëó÷àÿì è (à), (î ) è (ñ).

Ï î äâåäåì ï ðåäâàðèòåëüí û å èòî ãè.
Äâèæåí èå ðàäèàëüí î é ñî ñòàâëÿþ ù åé ï î ï åðå÷í î é ñòðóêòóðû âî ëí î âî ãî

ï î ëÿ â ðåçî í àòî ðå ñ öèëèí äðè÷åñêî é î ñåâî é ñèì ì åòðèåé ï ðî èñõî äèò â
÷åòûðåõ ï î òåí öèàëüí û õ ï î ëÿõ, èì åþ ù èõ ðàçëè÷í óþ ô èçè÷åñêóþ ï ðèðî äó.
Î í è õàðàêòåðèçóþ òñÿ ñëåäóþ ù èì è ââåäåí í û ì è âû ø å ï î òåí öèàëàì è:

1) ðåçî í àòî ðí û ì ï î òåí öèàëî ì UÄ
2) äèôðàêöèî í í û ì ï î òåí öèàëî ì UQ,
3) ãåî ì åòðè÷åñêèì ï î òåí öèàëî ì UÄ,
4) öåí òðî áåæí û ì ï î òåí öèàëî ì Ö , á
Í à î ñè ðåçî í àòî ðà ëþ áî å ðàäèàëüí î å êî ëåáàí èå âî ëí î âî ãî ï î ëÿ ñ

ñî áñòâåí í û ì çí à÷åí èåì ýí åðãèè Ê äî ëæí î óäî âëåòâî ðÿòü óñëî âèþ



~

= Î .

Î í î ãàðàí òèðóåò ðàâåí ñòâî í óëþ ñêî ðî ñòè ñî ñòàâí ûõ âî ëí ýí åðãèè
ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ í à î ï òè÷åñêî é î ñè ðåçî í àòî ðà.

Ýòî óñëî âèå ì î æí î èñï î ëüçî âàòü äëÿ î ï ðåäåëåí èÿ ðàäèàëüí î é
çàâèñèì î ñòè ð(ú ) àì ï ëèòóäû ðàäèàëüí î é âî ëí û ñî áñòâåí í î ãî êî ëåáàí èÿ â
î êðåñòí î ñòè ×- = Î . Í àï ðèì åð, ï î çàäàí í î ì ó ñî áñòâåí í î ì ó çí à÷åí èþ Ê' è

ôóí êöèÿì Óð, UÄ, UÄ q î ò Ú â î êðåñòí î ñòè Ú = Î , èç óñëî âèÿ

— — Ó õ
Ë

èí òåãðèðî âàí èåì ì î æí î ï î ëó÷èòü òðåáóåì óþ èí ô î ðì àöèþ î ð( Ú ) â ýòî é
î êðåñòí î ñòè.

Î òñþ äà, â ÷àñòí î ñòè, ñëåäóåò èí òåðåñí û é ðåçóëüòàò. Â ñëó÷àå
âî çáóæäåí í î ãî àçèì óòàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ, ò.å. ï ðè ñóù åñòâî âàí èè Ö, q = (ò/ ú )

ñ Ò ð 0 è ï ðè êî í å÷í û õ çí à÷åí èÿõ Ê, U~, UÄ, h,ð, ëåãêî çàì åòèòü, ÷òî

Ýòî ò ðåçóëüòàò èì ååò î áù èé õàðàêòåð. Â åãî ñï ðàâåäëèâî ñòè ëåãêî
óáåäèòüñÿ~ í àï ðèì åð, àí àëèçèðóÿ ñî áñòâåí í û å ôóí êöèè ðàäèàëüí ûõ
êî ëåáàí èé ï î ëÿ, êî òî ðû å õî ðî ø î èçâåñòí û â öèëèí äðè÷åñêî ì ðåçî í àòî ðå.

Êî î ðäèí àòí àÿ çàâèñèì î ñòü ô àç ~ ( L) âñòðå÷í ûõ âî ëí ñî áñòâåí í î ãî
ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ â ðåçî í àòî ðå ñ öèëèí äðè÷åñêî é ñèì ì åòðèåé
î ï ðåäåëÿåòñÿ èç ðåø åí èÿ óðàâí åí èÿ

ú

~~~

Ýòî óðàâí åí èå ëåãêî ôèçè÷åñêè èí òåðï ðåòèðóåòñÿ è ï ðèãî äí î äëÿ
êà÷åñòâåí í î ãî àí àëèçà ô àçî âî é ñòðóêòóðû ñî áñòâåí í û õ ôóí êöèé g z(z )
ï î ëÿ â ðàññì àòðèâàåì û õ í àì è ðåçî í àòî ðàõ ñ öèëèí äðè÷åñêî é î ñåâî é
ñèì ì åòðèåé.

Çàâèñèì î ñòè Ö~ ( L) äî ëæí û òàêæå óäî âëåòâî ðÿòü óñëî âèÿì

ãäå èí äåêñ ï â ä~„ î çí à÷àåò í î ì åð ñî áñòâåí í î ãî êî ëåáàí èÿ.
Äðóãî é âàæí û é ýô ôåêò, êî òî ðû é ì û ï ðèì åì âî âí èì àí èå, çàêëþ ÷àåòñÿ

â ñâÿçè ì åæäó âñòðå÷í û ì è âî ëí àì è ×~~~ ñî áñòâåí í î ãî ðàäèàëüí î ãî
êî ëåáàí èÿ y ~ = ù ++ ó~ ï ðè èõ ðàññåÿí èè í à ï î òåí öèàëå



~

êî òî ðî å í å ï ðî òèâî ðå÷èò èçëî æåí í û ì í àì è âû ø å ï ðåäñòàâëåí èÿì .
Òàêî âû î ñí î âí û å ôèçè÷åñêèå ï î í ÿòèÿ, î áúåêòû è ï ðî öåññû , êî òî ðû å

ì û áóäåì èñï î ëüçî âàòü ï ðè î ï èñàí èè ðàäèàëüí î é ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî
èçëó÷åí èÿ âí óòðè ðåçî í àòî ðî â.

Î ï èñàí èå àçèì óòàëüí î é ñòðóêòóðû ï î ëÿ í å âû çû âàåò çàòðóäí åí èé è ì û
åãî ï ðî âî äèòü í å áóäåì .

Òåï åðü èçëî æèì î ñí î âó ôèçè÷åñêî ãî ï î í èì àí èÿ ï î ï åðå÷í î é ñòðóêòóðû
ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ çà ï ðåäåëàì è ðåçî í àòî ðà (çà åãî ï ðî äî ëüí û ì è
ãðàí èöàì è).

Â ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì àõ ì û òàêæå áóäåì èñï î ëüçî âàòü
òåðì èí î ëî ãèþ ââåäåí í û õ âû ø å ÷åòû ðåõ ï î òåí öèàëî â Óð, U , UÄ, UÄq. (Â
ñèñòåì å ñ ðåçî í àòî ðî ì èç ï ëî ñêèõ ï ðÿì î óãî ëüí ûõ çåðêàë „ = UÄq = 0).
Î òëè÷èå áóäåò çàêëþ ÷àòüñÿ òî ëüêî â ëî êàëüí î é ôî ðì å ï î í èì àí èÿ ñì û ñëà
ï î òåí öèàëà Áð. Òåï åðü ì û î ï ðåäåëèì åãî â âèäå

~

ãäå ~ — êî ì ï î í åí òà ì åòðè÷åñêî ãî òåí çî ðà, àññî öèèðóþ ù àÿñÿ ñ ï ðî äî ëüí î é
í î ðì àëüí î é êî î ðäèí àòî é õ .

Êàê óæå î òì å÷àëî ñü âû ø å, àí àëèç ï î ï åðå÷í î é ñòðóêòóðû ï î ëÿ
ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ áóäåì ï ðî âî äèòü â êî î ðäèí àòí î é ñèñòåì å, ãåî ì åòðèÿ
êî òî ðî é àññî öèèðóåòñÿ ñ ãåî ì åòðèåé ôàçî âûõ ôðî í òî â ï ðî äî ëüí î é âî ëí û .

Äâèæåí èå ï î ï åðå÷í î é ñòðóêòóðû âî ëí î âî ãî ï î ëÿ çà ï ðåäåëàì è
ðåçî í àòî ðà î ï ðåäåëÿåòñÿ í àðóø åí èåì áàëàí ñà ì åæäó ÷åòû ðüì ÿ
ï î òåí öèàëàì è V , UÄ, U , UÄ q (â ñëó÷àå ñèñòåì û ñ ï ëî ñêèì è ï ðÿì î óãî ëüí û ì è
çåðêàëàì è U, = Ö ,~ = , êî òî ðû é èì åë ì åñòî âí óòðè ðåçî í àòî ðà. Î ñí î âí û ì

ôàêòî ðî ì ï ðè ýòî ì ÿâëÿåòñÿ èçì åí åí èå âäî ëü î ñè z ï î ï åðå÷í î é
êî î ðäèí àòí î é çàâèñèì î ñòè ï î òåí öèàëà V (ï ðåäï î ëàãàåòñÿ, ÷òî çåðêàëà
òî í êèå). Èç àí àëèçà ðèñóí êî â 7-10 âèäí î , ÷òî çàêî í û èçì åí åí èÿ ýòî é
çàâèñèì î ñòè â áëèæí åé çî í å èì åþ ò âåñüì à ñëî æí óþ ô î ðì ó. Î äí àêî â
äàëüí åé çî í å âñå î í è ï ðèî áðåòàþ ò ï ðî ñòåéø èé âèä V= 0 (òàì g" = 1).

Ï î ñêî ëüêó â áëèæí åé çî í å çàâèñèì î ñòü ï î òåí öèàëà 0 ð î ò ï î ï åðå÷í î é
êî î ðäèí àòû èì åëà âèä ÿì û è, ñëåäî âàòåëüí î , ñóù åñòâî âàëà ñâÿçü ì åæäó
âñòðå÷í û ì è âî ëí àì è ï î ï åðå÷í î ãî êî ëåáàí èÿ (í àï ðèì åð, ðàäèàëüí î ãî , í î í å

Ñóì ì à ýòèõ óðàâí åí èé — ýòî î áû ÷í î å óðàâí åí è å Ø ðåäèí ãåðà

Ýòî ò ýôô åêò î ï èñû âàåòñÿ ñèñòåì î é äèô ô åðåí öèàëüí û õ óðàâí åí èé
î òí î ñèòåëüí î ñâÿçàí í û õ ì åæäó ñî áî é âî ëí ù , è ù :
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àç èì óòàëü í î ãî ), òî , ï ðè ï åðåõî äå â äàëüí þ þ çî í ó, ýòà ñâÿçü ì î æåò
í àðóø àòüñÿ. Î í à í àðóø àåòñÿ ï î ëí î ñòüþ â ñëó÷àå ñèñòåì û ñ ðåçî í àòî ðî ì èç
ï ëî ñêèõ ï ðÿì î óãî ëüí û õ çåðêàë. Â ýòî ì ï î ñëåäí åì ñëó÷àå ï î ï åðå÷í û å âî ëí û
ù +, ù , ù +, g >» ðàñï ðî ñòðàí ÿþ òñÿ â äàëüí åé çî í å í åçàâèñèì î äðóã î ò äðóãà è
èì åþ ò âèä ï ðî ñòðàí ñòâåí í û õ " ï î ï åðå÷í û õ" èì ï óëüñî â (ñì . í èæå).

Â ñèñòåì àõ ñ öèëèí äðè÷åñêî é î ñåâî é ñèì ì åòðèåé ñâÿçü ì åæäó
âñòðå÷í û ì è ðàäèàëüí û ì è âî ëí àì è â äàëüí åé çî í å áóäåò ñóù åñòâî âàòü, åñëè
ï ðèí ÿòü âî âí èì àí èå äåéñòâèå ãåî ì åòðè÷åñêî ãî ï î òåí öèàëà UÄ. Ï ðè ýòî ì
í åî áõî äèì î ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ U |, - = 0 è U ~ 4 Î .Â ñëó÷àå U„ ~ 4 Î ýòà
ñâÿçü í åçí à÷èòåëüí à. Ì û ï î äðî áí î èññëåäóåì ýòè ñëó÷àè ï î çäí åå.

Èçëî æåí í û õ âû ø å ôèçè÷åñêèõ ï ðåäñòàâëåí èé äî ñòàòî ÷í î äëÿ àí àëèçà
ï î ï åðå÷í î é âî ëí î âî é ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ï ÿòè
âû áðàí í û õ í àì è ñèñòåì àõ, ï î êàçàí í û õ í à ðèñ. 1, è å¸ ñèì ì åòðèéí î ãî
èçó÷åí èÿ. Äàëåå ï î ñëåäî âàòåëüí î ðàññì î òðèì å¸ â êàæäî é èç ýòèõ ñèñòåì .

Ï ðåäâàðèòåëüí î ñäåëàåì î äí î âàæí î å çàì å÷àí èå è ââåäåì äâà
çí à÷èòåëüí î óï ðî ù àþ ù èõ àí àëèç äî ï óù åí èÿ.

Ï î äðî áí û é àí àëèç ï ðî áëåì û äâèæåí èÿ âäî ëü õ' ï î ï åðå÷í û õ âî ëí î âûõ

ôóí êöèé ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ, ï ðî âî äèì û é â ðàì êàõ ï ðåäñòàâëåí èé î á
ýâî ëþ öèè ï î òåí öèàëà V (õ , õ ) âäî ëü õ , êàê ëåãêî çàì åòèòü èç ðèñ. 7-10, ã ç

äî ëæåí ï ðèâåñòè ê î òêðû òèþ í åñêî ëüêèõ èí òåðåñí û õ ôèçè÷åñêèõ ýô ôåêòî â,
î ï ðåäåëÿþ ù èõ âàæí û å çàêî í î ì åðí î ñòè äâèæåí èÿ âäî ëü õ ï î ï åðå÷í û õ
âî ëí î âûõ ôóí êöèé. Ýòî î áñòî ÿòåëüñòâî äî ëæí î ÿâëÿòüñÿ ï î áóæäàþ ù èì
ì î òèâî ì â äàëüí åéø èõ ôèçè÷åñêèõ èññëåäî âàí èÿõ ðàññì àòðèâàåì î é
ï ðî áëåì û .

Ì û , î äí àêî , í à äî ñòèãí óòî ì óðî âí å ï î í èì àí èÿ å¸ ñóù í î ñòè,
î ãðàí è÷èì ñÿ í èæå å¸ ï ðèáëèæåí í û ì , óï ðî ù åí í û ì , êà÷åñòâåí í û ì àí àëèçî ì ,
êî òî ðû é áóäåò ñî äåðæàòü â ñåáå ëèø ü î òäåëüí û å õàðàêòåðí û å ñâî éñòâà
èññëåäóåì î ãî î áúåêòà, í å ï ðåòåí äóÿ ï ðè ýòî ì í à ï î ëí î òó âû ðàæåí èÿ
ï î ñðåäñòâî ì ýòèõ ñâî éñòâ ôèçè÷åñêî é êàðòèí û ðåø åí èÿ ï ðî áëåì û â öåëî ì .

Ï åðâî å óï ðî ù àþ ù åå àí àëèç äî ï óù åí èå çàêëþ ÷àåòñÿ â ñóáúåêòèâí î ì
âû áî ðå â êà÷åñòâå ï ðåäì åòà èçó÷åí èÿ èç áî ëüø î ãî í àáî ðà âî çì î æí ûõ
ï î ï åðå÷í û õ ñî áñòâåí í ûõ êî ëåáàí èé ï î ëÿ òî ëüêî î äí î ãî èëè äâóõ
ï ðåäñòàâèòåëåé.

Âòî ðî å óï ðî ù àþ ù åå àí àëèç äî ï óù åí èå çàêëþ ÷àåòñÿ â ñï åöèôèêå
ñï î ñî áà èçó÷åí èÿ âû áðàí í ûõ êî ëåáàí èé. Ñí à÷àëà, í à êà÷åñòâåí í î ì óðî âí å,
ì û èçî áðàçèì ñî áñòâåí í óþ ôóí êöèþ ó ~ âû áðàí í î ãî êî ëåáàí èÿ â ðåçî í àòî ðå.

ë
Çàòåì í à êà÷åñòâåí í î ì óðî âí å ï î ï ûòàåì ñÿ î ï ðåäåëèòü âî ëí î âóþ ôóí êöèþ ù
ýòî ãî êî ëåáàí èÿ â äàëüí åé çî í å. Ï ðè ýòî ì ì û áóäåì èñï î ëüçî âàòü î ÷åí ü

ëãðóáî å äî ï óù åí èå, ï î ëàãàÿ, ÷òî ï ðåäåëüí û é ï åðåõî ä ù — ù î ñóù åñòâëÿåòñÿ
ï óòåì èñ÷åçí î âåí èÿ ï î òåí öèàëüí î é ôóí êöèè '× çà ï ðåäåëàì è ï ðî äî ëüí ûõ

ãðàí èö ðåçî í àòî ðà.
Â ýòî é ñèòóàöèè ï ðè äâèæåí èè âäî ëü õ ï ðî èñõî äèò ðàñï àä

ï î ï åðå÷í î ãî êî ëåáàí èÿ ó ~, î áóñëî âëåí í û é äèôðàêöèî í í û ì ï î òåí öèàëî ì U>,
ó÷åò êî òî ðî ãî â êî í å÷í î ì ñ÷åòå è ï ðèâî äèò ê í åêî òî ðî é óñòàí î âèâø åéñÿ ï ðè
õ - + ñî ï î ï åðå÷í î é âî ëí î âî é ñòðóêòóðå, î ï ðåäåëåí í î é ñ òî ÷í î ñòüþ äî



~

ï î ï åðå÷í î ãî ðàñòÿæåí èÿ. Òàêàÿ âî ëí î âàÿ ñòðóêòóðà àññî öèèðóåòñÿ ñ
ëâî ëí î âû ì ï î ëåì ï î ï åðå÷í î ãî êî ëåáàí èÿ ù â äàëüí åé çî í å.

ëÍ åî áõî äèì î î òì åòèòü, ÷òî òàêî é ì åòî ä î ï ðåäåëåí èÿ ù ï î ù í àõî äèòñÿ
â êà÷åñòâåí í î ì ñî ãëàñèè ñ ýêñï åðèì åí òàëüí û ì è í àáëþ äåí èÿì è ï î ï åðå÷í î é
ñòðóêòóðû ï î ëÿ èçëó÷åí èÿ â äàëüí åé çî í å â ñëó÷àå ëàçåðà ñ ï ëî ñêèì è
ï ðÿì î óãî ëüí û ì è çåðêàëàì è.

Òàêèì î áðàçî ì , èçó÷åí èþ ï î äëåæàò ñâî éñòâà âî ëí î âûõ ôóí êöèé ù èëù â äâóõ î áëàñòÿõ ï ðî ñòðàí ñòâà — âí óòðè ðåçî í àòî ðà è â äàëüí åé çî í å.
Òàêî âà ñóù í î ñòü äâóõ óï ðî ù àþ ù èõ äî ï óù åí èé, êî òî ðû å áóäóò

èñï î ëüçî âàòüñÿ â ï î ñëåäóþ ù åì àí àëèçå.



~

5 .2 . Ðåçî í àòî ð ñ ï ë î ñê è ì è ï ðÿ ì î Óãî ë üí û ì è çåð ê àë àì è

Ðàññì î òðèì ï î ï åðå÷í û å êî ëåáàí èÿ ù , ù â ðåçî í àòî ðå ñ ï ëî ñêèì è
ï ðÿì î óãî ëüí û ì è çåðêàëàì è, ãåî ì åòðèÿ êî òî ðî ãî ï î êàçàí à í à ðèñ. 20à.

~

n P è

Ðèñ.20.
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Êî ëåáàí èå ó ~ èì ååò ì åñòî âäî ëü êî î ðäèí àòû õ, à êî ëåáàí èå ù — âäî ëü

ó. Â öåëî ì ï î ï åðå÷í î å êî ëåáàí èå èì ååò âî ëí î âóþ ôóí êöèþ ó~(õ).óç(ó). Â
ñèëó ñèì ì åòðèè ðàññì àòðèâàåì î é ñèñòåì û ðàçóì í î ñí à÷àëà ðàññì î òðåòü
ñòðóêòóðó òî ëüêî î äí î é èç äâóõ âî ëí î âû õ ôóí êöèé. Âû áåðåì äëÿ
î ï ðåäåëåí í î ñòè ó 2(õ). Ðåçî í àòî ðí û é ï î òåí öèàë Ö êî ëåáàí èÿ âäî ëü õ, â
ñî î òâåòñòâèè ñ ðèñ. 7, èçî áðàæåí í à ðèñ. 206. Î ãðàí è÷èì ñÿ âû áî ðî ì í èçø åãî
(î ñí î âí î ãî ) ñî áñòâåí í î ãî êî ëåáàí èÿ ù â ýòî ì ï î òåí öèàëå. Ï óñòü Å —
ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå ýí åðãèè ýòî ãî êî ëåáàí èÿ. Äâèæåí èå âñòðå÷í û õ âî ëí
ù + êî ëåáàí èÿ ó ~ òàêèõ, ÷òî q ~ = y z+ + y q áóäåò ï ðî èñõî äèòü â ï î òåí öèàëå U~

ï ðè÷åì çàâèñèì î ñòè Ûð(õ) è Û (õ) èçî áðàæåí û í à ðèñ. 20ñ, à
çàâèñèì î ñòè ù (õ), óã+(õ) — í à ðèñ.20d.

Àí àëî ãè÷í àÿ êàðòèí à èì ååò ì åñòî è äëÿ î ñí î âí î ãî êî ëåáàí èÿ âäî ëü ó.
Òåï åðü î ï ðåäåëèì ñòðóêòóðó òàêî ãî ï î ï åðå÷í î ãî êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ â

äàëüí åé çî í å.
Çà ï ðåäåëàì è ï ðî äî ëüí û õ ãðàí èö ðåçî í àòî ðà, â ñèëó ñäåëàí í î ãî âû ø å

äî ï óù åí èÿ, V = 0 è äâèæåí èå y z(x) ï î õ áóäåò î ï ðåäåëÿòüñÿ òî ëüêî 1

äèôðàêöèåé U>. Òàêî å äâèæåí èå î áëàäàåò äâóì ÿ ñâî éñòâàì è.
à). Ï î ñêî ëüêó V = Î , òî ñâÿçè ì åæäó ù , è ó q (ðàññåÿí èÿ âñòðå÷í û õ

âî ëí ó 2, è ~ð~ í à ï î òåí öèàëå U ) í å áóäåò è î í è áóäóò ðàñï ðî ñòðàí ÿòüñÿ
í åçàâèñèì î . Èì ååòñÿ ðàñï àä ù í à ñóì ì ó äâóõ í åçàâèñèì û õ âî ëí ù , è ó~
ñ âî ëí î âû ì è ÷èñëàì è k Ä æ çã / à. .

â). Ñí à÷àëà ì î í î òî í í û å â î áëàñòè 0 < õ < îî ôóí êöèè q ~ (õ), â ñèëó
ï ðî ÿâëåí èÿ äè ôðàêöèî í í î ãî ï î òåí öèàëà U>, òåï åðü äëÿ êàæäî é èç
í åçàâèñèì û õ âî ëí ó ~~ â î òäåëüí î ñòè, ñòàí î âÿòñÿ í åì î í î òî í í û ì è. Èõ êðû ëüÿ
ñòàí î âÿòñÿ áû ñòðî î ñöèëëèðóþ ù èì è ôóí êöèÿì è î ò õ. Â ñèëó ï ðî ÿâëåí èÿ U>,
âî ëí û ó ~~(õ) â ï ðî öåññå äâèæåí èÿ âäî ëü õ ðàñòÿãèâàþ òñÿ â ï î ï åðå÷í î ì 1

í àï ðàâëåí èè õ.
Ýòè ñâî éñòâà èçî áðàæåí û í à ðèñ.21.
Èç ýòî ãî ðèñóí êà âèäí î , ÷òî â äàëüí åé çî í å äî ëæí à í àáëþ äàòüñÿ

À ,

ñòðóêòóðà äâóõ ï ðî ñòðàí ñòâåí í û õ ï î ï åðå÷í û õ èì ï óëüñî â ù ~(õ) ñ ñèëüí î
í åì î í î òî í í î é ñòðóêòóðî é. Õàðàêòåðí û å ø èðèí û èì ï óëüñî â

ä õï ð î ï î ð ö è î í à ë ü í û 3/ ï , ò à ê æ å , ê à ê è è õ ó ãë î â î å ð à ñ ñ ò î ÿ í è å 9 = +

ãäå h,õ — ï î ï åðå÷í î å ðàññòî ÿí èå ì åæäó èì ï óëüñàì è, R — ðàññòî ÿí èå î ò

ðåçî í àòî ðà.
Ï î õî æàÿ êàðòèí à äî ëæí à í àáëþ äàòüñÿ è â î òí î ø åí èè ðàñï àäà

î ñí î âí î ãî êî ëåáàí èÿ æç. I I p ýòî ì êî î ðäèí àòà õ çàì åí ÿåòñÿ í à ó, à — í à 4, Ëõ —

Í à hy, y z~- í à ×Ú ×Ú - í à ×Ú .





~

Í à ðèñ. 22 â ï ëî ñêî ñòè (õ, ó) èçî áðàæåí û ëèí èè óðî âí ÿ çí à÷åí èé
âåëè÷èí û ï ëî òí î ñòè ýí åðãèè ~ (õ,g ) = ) 4~ (õ) - +, (ó ) )'

ä~ï åðå÷í î ãî êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â äàëüí åé çî í å äëÿ ñëó÷àÿ,
êî ãäà î . « 4 è â ðåçî í àòî ðå âî çáóæäåí û òî ëüêî î ñí î âí û å (í èçø èå ï î
ýí åðãèè) ï î ï åðå÷í û å êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ ù (õ) è ù (ó).

~~~~~~~~~~~~~~~~~~

(
ñ

~~~

Ðè ñ. 22
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Èç ýòî ãî ðèñóí êà âèäí î , ÷òî â öåëî ì ñòðóêòóðà ï ëî òí î ñòè ýí åðãèè
ë ë

ï î ëÿ â äàëüí åé çî í å ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é ñèñòåì ó èç ÷åòû ðåõ
ï ðî ñòðàí ñòâåí í û õ èì ï óëüñî â ñ î ñöèëëèðóþ ù èì è êðû ëüÿì è è
ðàñï î ëî æåí í û õ ñèì ì åòðè÷í î î òí î ñèòåëüí î î ñåé î õ è î ó â ï ëî ñêî ñòè (õ, ó).
Ì î æí î çàì åòèòü, ÷òî , êàê ï î êàçàí î í à ðèñ. 22, î í à ñòðî èòñÿ èç í à÷àëüí û õ
ï ðåäñòàâëåí èé î í î ðì àëüí û õ ï ðî ñòðàí ñòâåí í û õ èì ï óëüñàõ ñ ï î ï åðå÷í û ì è
âî ëí î âû ì è âåêòî ðàì è + 1ñ„ è + kÄ, ñî î òâåòñòâóþ ù èì è äâóì âû áðàí í û ì
ï î ï åðå÷í û ì ñî áñòâåí í û ì êî ëåáàí èÿì ù è ù ï î ëÿ â ðåçî í àòî ðå.

Òàêî âî ÷àñòí î å ï ðåäñòàâëåí èå î ñòðóêòóðå ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ
ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ñèñòåì å ñ ðåçî í àòî ðî ì , ñî ñòî ÿù èì èç ï ëî ñêèõ
ï ðÿì î óãî ëüí û õ çåðêàë.

5 .3 .Ö è ë è í ä ð è ÷ åñ ê è é ð åç î í àò î ð .

Ðàññì î òðèì ï î ï åðå÷í û å êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ â öèëèí äðè÷åñêî ì ðåçî í àòî ðå ñ
ï ëî ñêèì è çåðêàëàì è, èì åþ ù èì è êðóãëû å ãðàí èöû ðàäèóñà R. Ñí à÷àëà
ï ðî àí àëèçèðóåì ñëó÷àé, êî ãäà â ýòî ì ðåçî í àòî ðå âî çáóæäåí î î ñí î âí î å
ðàäèàëüí î å êî ëåáàí èå, à àçèì óòàëüí î å êî ëåáàí èå í å âî çáóæäåí î . Í à ðèñ. 23à
ï î êàçàí û çàâèñèì î ñòü ðåçî í àòî ðí î ãî ï î òåí öèàëà Up î ò ðàäèóñà 7. è
ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå Ê ýí åðãèè î ñí î âí î ãî ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ.

Í à ðèñ. 236 èçî áðàæåí û çàâèñèì î ñòè î ò ðàäèóñà 7.. âî ëí î âî é ôóí êöèè ó ~
è åå àì ï ëèòóäû ð 2 äëÿ î ñí î âí î ãî ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ â ðåçî í àòî ðå.
Áàëàí ñ ï î òåí öèàëî â U~( 'L ), U>( ×. ), UÄ( "(. ) âí óòðè ðåçî í àòî ðà,
ñî î òâåòñòâóþ ù èé çàâèñèì î ñòÿì qz( L ), ð~( '~ ), ï î êàçàí í û ì í à ðèñ. 236,

èçî áðàæåí í à ðèñ. 23ñ.
ë

Òåï åðü î ï ðåäåëèì âî ëí î âóþ ôóí êöèþ ó ~ ýòî ãî êî ëåáàí èÿ â äàëüí åé
çî í å, ï î ëî æèâ V = 0 çà ï ðåäåëàì è ï ðî äî ëüí û õ ãðàí èö ðåçî í àòî ðà. Èç ðèñ.
23ñ âèäí î , ÷òî äâèæåí èå âî ëí î âî é ôóí êöèè ù ( Ú ) âäî ëü õ' áóäåò

î ï ðåäåëÿòüñÿ ýâî ëþ öèåé äâóõ ï î òåí öèàëî â U> è UÄ. Çà ï ðåäåëàì èï ðî äî ëüí ûõ ãðàí èö ðåçî í àòî ðà (U~= Î ) î áà ýòè ï î òåð öèàëà áóäóò ï ðèâî äèòü ê

î ñöèëëèðóþ ù åé çàâèñèì î ñòè êðû ëüåâ âî ëí î âî é ôóí êöèè î ò Ú .
Ï î òåí öèàë Ö ( Ú ) î ï ðåäåëÿåò ñâÿçü ì åæäó ñî ñòàâí û ì è âñòðå÷í û ì è

âî ëí àì è ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ. Î í ÿâëÿåòñÿ ï ðè÷èí î é î òñóòñòâèÿ ðàñï àäà
êî ëåáàí èÿ çà ï ðåäåëàì è ï ðî äî ëüí ûõ ãðàí èö ðåçî í àòî ðà í à äâå í åçàâèñèì û å
êî ì ï î í åí òû , êàê ýòî áû ëî â ñëó÷àå ñèñòåì û ñ ðåçî í àòî ðî ì èç ï ëî ñêèõ
ï ðÿì î óãî ëüí û õ çåðêàë.





~

Â öåëî ì , ëåãêî çàì åòèòü, ÷òî óãëî âàÿ çàâèñèì î ñòü ðàäèàëüí î ãî
è

êî ëåáàí èÿ ù (9 ) â äàëüí åé çî í å äî ëæí à èì åòü âèä, ï î êàçàí í û é í à ðèñ. 24à.
( e = z / 1 , ãäå ?. — ðàññòî ÿí èå î ò ðåçî í àòî ðà äî òî ÷êè í à î ñè 7., ãäå
ðàñï î ëî æåí à ï î ï åðå÷í àÿ ï ëî ñêî ñòü í àáëþ äåí èÿ).

Ðèñ. 24

Òèï è÷í àÿ çàâèñèì î ñòü î ò 7 ï î òåí öèàëî â U>( 5 ) è UÄ(> â äàëüí åé çî í å
ï î êàçàí à í à ðèñ. 245. Öåí òðàëüí àÿ î áëàñòü êî ëåáàí èÿ y q ï î ì åðå åãî
ðàñï ðî ñòðàí åí èÿ â äàëüí åé çî í å áóäåò ðàñòÿãèâàòüñÿ â ï î ï åðå÷í î ì
í àï ðàâëåí èè (âäî ëü Ú ).

Òàêî âî ï ðåäñòàâëåí èå î ï î ï åðå÷í î é ñòðóêòóðå ï î ëÿ â ñëó÷àå
âî çáóæäåí í î ãî â ðåçî í àòî ðå åäèí ñòâåí í î ãî î ñí î âí î ãî ðàäèàëüí î ãî
êî ëåáàí èÿ.

Òåï åðü ðàññì î òðèì ñëó÷àé âî çáóæäåí í î ãî î ñí î âí î ãî ðàäèàëüí î ãî è
ï åðâî ãî àçí ì óòàëüí î ãî êî ëåáàí èé âí óòðè öèëèí äðè÷åñêî ãî ðåçî í àòî ðà.

Ï ðî àí àëèçèðóåì òî ëüêî ñòðóêòóðó ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ ù (è v ~).
Ôóí êöèè y q( 'Ú ) è ð2( 7. ) âí óòðè ðåçî í àòî ðà èçî áðàæåí û í à ðèñ. 25à, à

ðàäèàëüí û å çàâèñèì î ñòè ï î òåí öèàëî â U~, U>, UÄ, UÄ q — í à ðèñ. 256.
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ë
Òåï åðü î ï ðåäåëèì ù â äàëüí åé çî í å.
Ï î ñêî ëüêó, ï î äî ï óù åí èþ , çà ï ðåäåëàì è ï ðî äî ëüí û õ ãðàí èö ðåçî í àòî ðà

× = Î , òî äâèæåí èåì ~( 'L ) áóäåò ï ðî èñõî äèòü â ï î òåí öèàëüí î ì ï î ëå U ( ~. ),

U,( L ), UÄ(;( ~. ). Âáëèçè ï ðî äî ëüí ûõ ãðàí èö ðåçî í àòî ðà ýòî ï î ëå ï î êàçàí î í à
ðèñ. 26.

~~~~

Ðè ñ. 26,

Î òì åòèì , ÷òî â ðåçî í àòî ðå ï î òåí öèàëüí î å ï î ëå 0 ð( '(. ) "óäåðæèâàëî "

êî ëåáàí èå ù î ò ðàñï àäà â ðàäèàëüí î ì í àï ðàâëåí èè. Ñ èñ÷åçí î âåí èåì 0 ð ýòî
ñâî éñòâî î êàçû âàåòñÿ óòðà÷åí í û ì . Î äí àêî î ñòàåòñÿ ñâî éñòâî ñâÿçè ì åæäó
âñòðå÷í û ì è ðàäèàëüí û ì è âî ëí àì è çà ñ÷åò ðàññåÿí èÿ í à ï î òåí öèàëå
U, ( ~} + U » s ( <) . Ñ ó÷åòî ì ýòî ãî ôàêòî ðà äâèæåí èå èõ àì ï ëèòóä

Äàà ( ò ) âäî ëü õ' ï î êàçàí î í à ðèå.27.





~

áóä åò è ì åòü âè ä ,

È ç ýòî ãî ðèñóí êà âèäí î , ÷òî ýô ô åêò óêàçàí í î é ñâÿçè ì åæäó âñòðå÷í û ì è
ðàäèàëüí û ì è âî ëí àì è ï ðèâî äèò ê ï åðåêà÷êå ýí åðãèè èç âî ëí û ñ ð 2 â âî ëí ó ñ
ð~„ ò.å. ê ðàñï ðåäåëåí í î ì ó â ï ðî ñòðàí ñòâå î òðàæåí èþ âî ëí û ~ 2 î ò
ï ðèî ñåâî é î áëàñòè â âî ëí ó ~ó~, . ë

Â ñèëó î òì å÷åí í û õ ñâî éñòâ, çàâèñèì î ñòü pi~ (6
ï î êàçàí í û é í à ðèñ. 28.

ë

~~

Ðè ñ. 28.

Ë ë ë ë
Ï î ñóù åñòâó , ×' = ô ~, + g < ~ Ô ~+ , ï î ñêî ëüêó '+ ~ +~ Î .

Òàêî âî ÷àñòí î å ï ðåäñòàâëåí èå î ñòðóêòóðå ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ

ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ñèñòåì å ñ öèëèí äðè÷åñêèì ðåçî í àòî ð î ì .

5 .4 . Ó ñò î é ÷ è â û é ê î í ô î ê à ë ü í û é ð åç î í àò î ð

Ñëåäóþ ù èé î áúåêò èññëåäî âàí èÿ — ï î ï åðå÷í û å êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ â
óñòî é÷èâî ì êî í ô î êàëüí î ì ðåçî í àòî ðå è çà åãî ï ðåäåëàì è. Ðàäèàëüí àÿ
çàâèñèì î ñòü ðåçî í àòî ðí î ãî ï î òåí öèàëà 0 ð( 'ò ), â ñî î òâåòñòâèè ñ ãåî ì åòðèåé,
èçî áðàæåí í î é í à ðèñ. 8, ï î êàçàí à í à ðèñ. 29à.
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~

Ðè ñ. 29.

Ñí à÷àëà ï ðî àí àëèçèðóåì ñëó÷àé âî çáóæäåí í î ãî òî ëüêî î äí î ãî ,
î ñí î âí î ãî ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ 9 à ( õ ) , èì åþ ù åãî ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå
ýí åðãèè Ê , ï î êàçàí í î å í à ðèñ. 29à. Ðàäèàëüí û å çàâèñèì î ñòè âî ëí î âî é
ôóí êöèè ×'~. ( ~-) è åå àì ï ëèòóäû g>( a ) èçî áðàæåí û í à ðèñ. 295.

Çàâèñèì î ñòè ï î òåí öèàëî â Óð, U>, Ó„ î ò ðàäèóñà 2. ï î êàçàí û í à ðèñ.30.

~ > ]

~

, U ,

~~~~~~~~~~~

~ ñ

~~

Ðè ñ. 30 .
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Ï ðè àí àëèçå êî ëåáàí èÿ â äàëüí åé çî í å ï î ëî æèì V = Î . Òî ãäà äâèæåí èå
âî ëí î âî ãî ï î ëÿ âäî ëü õ' áóäåò î ï ðåäåëÿòüñÿ òî ëüêî äâèæåí èåì ï î òåí öèàëî â
~ ~( t ) è UÄ( 7. ) âäî ëü õ' . Òèï è÷í û å çàâèñèì î ñòè ýòèõ ï î òåí öèàëî â î ò ×. â
ï ëî ñêî ñòè í àáëþ äåí èÿ, ï åðåñåêàþ ù åé î ñü z â í åêî òî ðî é òî ÷êå õ' â äàëüí åé

çî í å, ï î êàçàí û í à ðèñ.31à.

~~~~~

U ,

Ðè ñ. 3 1.



~

ë
Ñëåäî âàòåëüí î , â äàëüí åé çî í å áóäåò èì åòü ì åñòî çàâèñèì î ñòü ×~à ( 6 ) ,

èçî áðàæåí í àÿ í à ðèñ. 3 16.
Òåï åðü ðàññì î òðèì ñèòóàöèþ , êî ãäà â ðåçî í àòî ðå ï ðèñóòñòâóåò í èçø åå

ï î ýí åðãèè ï î ï åðå÷í î å êî ëåáàí èå, ñî ñòî ÿù åå èç ðàäèàëüí î ãî è
àçèì óòàëüí î ãî êî ëåáàí èé. Â î ëí î âàÿ ôóí êöèÿ 'V~(t ) è åå àì ï ëèòóäà 9 à ( '~)
äëÿ ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ â ýòî ì ñëó÷àå èì åþ ò âèä, èçî áðàæåí í û é í à ðèñ.
32à.

~

, I

~~

~ r

~~~

Ðè ñ. 32.
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5.5. Ðåçî í àòî ð ñ âû ï Óêë û ì è çåð ê àë àì è

Ñëåäóþ ù èé î ÷åí ü èí òåðåñí ûé î áúåêò èññëåäî âàí èÿ — ñòðóêòóðà
ï î ï åðå÷í ûõ êî ëåáàí èé âî ëí î âî ãî ï î ëÿ â ñèñòåì å ñ ðåçî í àòî ðî ì , èì åþ ù èì
âûï óêëûå çåðêàëà. Â ñî î òâåòñòâèè ñ ðèñ. 9, çàâèñèì î ñòü ðåçî í àòî ðí î ãî
ï î òåí öèàëà U~ î ò ðàäèóñà Ú èçî áðàæåí à í à ðèñ. 33à.

Ðè ñ. 33



á Ç

Ñí à÷àëà ï ðî àí àëèçèðóåì ñèòóàöèþ âî çáóæäåí í î ãî â ðåçî í àòî ðå
åäèí ñòâåí í î ãî ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ, èì åþ ù åãî ñî áñòâåí í î å çí à÷åí èå
ýí åðãèè Ê (ñì . ðèñ. 33à) è ñî î òâåòñòâóþ ù èå åì ó ðàäèàëüí û å çàâèñèì î ñòè 2

âî ëí î âî é ôóí êöèè ù è å¸ àì ï ëèòóäû ð2, èçî áðàæåí í û å í à ðèñ. 336. Áàëàí ñ
ï î òåí öèàëî â U~, U>, UÄ à ýòî é ñèòóàöèè èçî áðàæåí í à ðèñ. 34.

~

0

~~

U ,

~

È ñëà ãà åì
~~ +~ (o)=O

3

Ðèñ. 34 .

ëÎ ï ðåäåëèì âî ëí î âóþ ôóí êöèþ ù â äàëüí åé çî í å. Äëÿ ýòî ãî ñí à÷àëà
ðàññì î òðèì äâèæåí èå ~ ù í à í à÷àëüí î ì ýòàï å ï åðåõî äà, ñðàçó ï î ñëå òî ãî , êàê
ï î ëî æèëè V = Î . Âèäèì , ÷òî í à ýòî ì ýòàï å êî ëåáàí èå ù äâèæåòñÿ â äâóõ
ï î òåí öèàëàõ Ó~( ×. ) è UÄ( ~ ), èçî áðàæåí í û õ í à ðèñ. 35.

~

~ ã ,

~~

Ðè ñ. 3 5 .

ë Ó

Ê

~



~

Èç ýòî ãî ðèñóí êà âèäí î , ÷òî äèôðàêöèî í í û é ï î òåí öèàë U> â
öåí òðàëüí î é ÷àñòè êî ëåáàí èÿ (ï ðè ì àëû õ 7. ) óðàâí î âåø èâàåòñÿ
ãåî ì åòðè÷åñêèì ï î òåí öèàëî ì UÄ. Ï î ñêî ëüêó òàì (UÄ + Ug áëèçêî ê Ê , òî
äâèæåí èåì â öåí òðàëüí î é î áëàñòè êî ëåáàí èÿ ì î æí î ï ðåí åáðå÷ü. Ðàñï àä
êî ëåáàí èÿ ï ðè ï åðåõî äå èç áëèæí åé çî í û â äàëüí þ þ í à÷èí àåòñÿ ñ èñêàæåí èÿ
åãî êðû ëüåâ. Î í è í à÷èí àþ ò ðàñòÿãèâàòüñÿ è î ñöèëëèðî âàòü ï î ×. . Ï ðè
ï åðåõî äå â -äàëüí þ þ çî í ó ãðàí èöà ðàñï àäà êî ëåáàí èÿ ï î ñòåï åí í î

ï åðåì åù àåòñÿ ê åãî öåí òðàëüí î é î áëàñòè. Â î áëàñòè ðàñï àäà êî ëåáàí èÿ
í åî áõî äèì î ï ðèí ÿòü âî âí èì àí èå ñâÿçü ì åæäó âñòðå÷í û ì è âî ëí àì èó q+ è ó ~
êî ëåáàí èÿ, òî ÷í åå, ï åðåêà÷êó ýí åðãèè èç ù â ó~ ï ðè ðàññåÿí èè ù í à
ï î òåí öèàëå UÄ.

Òàêèì î áðàçî ì , â äàëüí åé çî í å äî ëæí à í àáëþ äàòüñÿ âî ëí î âàÿ ôóí êöèÿ
~ã ( g ) , èçî áðàæåí í àÿ êà ðèñ. 36.

Êî î ðäèí àòà õ â äàëüí åé çî í å
ôèêñèðî âàí à.

ë
Æê

~~

Ðè ñ. 36.

Òåï åðü ðàññì î òðèì ñèòóàöèþ , êî ãäà â ðåçî í àòî ðå âî çáóæäåí î í èçø åå ï î
ýí åðãèè ï î ï åðå÷í î å êî ëåáàí èå ï î ëÿ, ñî ñòî ÿù åå èç äâóõ êî ì ï î í åí ò —
ðàäèàëüí î ãî è àçèì óòàëüí î ãî êî ëåáàí èé. Â ýòî é ñèòóàöèè çàâèñèì î ñòè î ò
âî ëí î âî é ôóí êöèè ù ðàäèàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ è åå àì ï ëèòóäû ð2 èçî áðàæåí û
í à ðèñ. 37à.

Áàëàí ñ ï î òåí öèàëî â ~7 ( ~) , Ó~ Û , Î ñ( ') ~ , U Ä.| . ( " ' )

ï ðèâåäåí í à ðèñ. 376.
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ë

Òåï åðü î ï ðåäåëèì âî ëí î âóþ ôóí êöèþ Ê ( 8 ) â äàëüí åé çî í å. Äëÿ
ýòî ãî ñí à÷àëà çàì åòèì , ÷òî í à í à÷àëüí î ì ýòàï å ï åðåõî äà èç áëèæí åé çî í û â
äàëüí þ þ (Óð = V = Î ) êî ëåáàí èå ×'~ ( ~.) äâèæåòñÿ â ï î ëå ï î òåí öèàëî â U>,
UÄ, UÄq, ðàäèàëüí û å çàâèñèì î ñòè êî òî ðû õ ï ðèâåäåí û í à ðèñ. 38.

Ðèñ. 38,

Èçî áðàæåí í àÿ í à ðèñ. 38 êàðòèí à î ÷åí ü ï î õî æà í à êàðòèí ó, êî òî ðóþ
ì û óæå ðàññì àòðèâàëè, êî ãäà àí àëèçèðî âàëè êî ëåáàí èÿ ï î ëÿ â ñèñòåì å ñ
öèëèí äðè÷åñêèì ðåçî í àòî ðî ì (ñì . ðèñ.26). Í à êà÷åñòâåí í î ì óðî âí å
âî ñï ðèÿòèÿ î áå ýòè êàðòèí û àí àëî ãè÷í û . Ï î ýòî ì ó â äàí í î ì ñëó÷àå

ïçàâèñèì î ñòü ô ( 9 ) äî ëæí à èì åòü âèä, ï î êàçàí í û é í à ðèñ. 28.
Òàêî âî ÷àñòí î å ï ðåäñòàâëåí èå î ñòðóêòóðå ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ

ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ñèñòåì å, ñî äåðæàù åé ðåçî í àòî ð èç âû ï óêëû õ çåðêàë.

5 .6 . Ò åë åñ ê î ï è ÷ åñ ê è é ð åç î í àò î ð

Ñâî éñòâà ï î ï åðå÷í ûõ êî ëåáàí èé ï î ëÿ â ñèñòåì å ñ òåëåñêî ï è÷åñêèì
ðåçî í àòî ðî ì â èñï î ëüçóåì î ì í àì è ï ðèáëèæåí èè ýêâèâàëåí òí û ñâî éñòâàì
òàêèõ êî ëåáàí èé ï î ëÿ â óæå ðàññì î òðåí í î é í àì è ñèñòåì å ñ ðåçî í àòî ðî ì ,
ñî ñòî ÿù èì èç âû ï óêëû õ çåðêàë. Â ýòî ì ëåãêî óáåäèòüñÿ, çàì åòèâ, ÷òî
ðåçî í àòî ðí û å ï î òåí öèàëû U~( ~ ) äëÿ î áî èõ òèï î â ýòèõ ðåçî í àòî ðî â

î äèí àêî âû (ñðàâí èòå ðèñ. 9 è ðèñ. 10).

5 .7 . Çà ì å÷ à í è ÿ

Âûø å í àì è áûë ï ðî äåì î í ñòðèðî âàí ì åòî ä ôèçè÷åñêî ãî àí àëèçà
ñòðóêòóðû ï î ï åðå÷í ûõ êî ëåáàí èé ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â âûáðàí í ûõ
ï ÿòè ñèñòåì àõ ñ ðåçî í àòî ðàì è, èì åþ ù èì è ðàçëè÷í óþ ãåî ì åòðèþ . Î í
âûãî äí î î òëè÷àåòñÿ î ò ñóù åñòâóþ ù èõ ñåé÷àñ ì åòî äî â ÷èñëåí í î ãî àí àëèçà



~

ï î äî áí û õ ñèñòåì , í à÷àëî ï ðèì åí åí èÿ êî òî ðû ì áû ëî ï î ëî æåí î Ôî êñî ì è Ëè
[ ~ ] â 1961 ãî äó. Äî ñòî èí ñòâî ì í àø åãî ì åòî äà ÿâëÿåòñÿ ï ðî ñòî òà è
ôèçè÷åñêàÿ í àãëÿäí î ñòü. Òåì í å ì åí åå, â í àó÷í î é ëàçåðí î ôèçè÷åñêî é
ëèòåðàòóðå í àø ì åòî ä äî í àñòî ÿù åãî âðåì åí è í å èñï î ëüçî âàëñÿ. Â î òëè÷èå
î ò ñóù åñòâóþ ù èõ àí àëèòè÷åñêèõ ì åòî äî â èññëåäî âàí èÿ ñòðóêòóðû
ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ, í à÷àëî êî òî ðû ì áû ëî ï î ëî æåí î
Ë.À . Âàéí ø òåéí î ì [ 3 ] â 1966 ãî äó, êàê ëåãêî çàì åòèòü, í àø ì åòî ä
âû äåëÿåòñÿ áî ëüø åé ôèçè÷åñêî é í àãëÿäí î ñòüþ è ãëóáèí î é, à òàêæå
ï ðî ñòî òî é. Åãî èì ååò ñì û ñë èñï î ëüçî âàòü ï ðè ï î ëóêî ëè÷åñòâåí í î ì
ôèçè÷åñêî ì èçó÷åí èè ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ.

Âî çì î æí î ñòè í àø åãî ì åòî äà, ï ðî äåì î í ñòðèðî âàí í û å âû ø å, äàþ ò
ï ëî äî òâî ðí óþ ï î ÷âó äëÿ ï ðèì åí åí èÿ â àí àëèçå èí òåðåñóþ ù åé í àñ ï ðî áëåì û
ì åòî äî â èç ì àòåì àòè÷åñêî é òåî ðèè ãëî áàëüí î ãî àí àëèçà ôèçè÷åñêèõ
î áúåêòî â. Î ñí î âàí èåì äëÿ ýòî ãî ÿâëÿåòñÿ ï ðî ñòî òà èçî áðàæåí èÿ (â
ì àòåì àòè÷åñêî ì ñì û ñëå) î áúåêòî â èññëåäî âàí èÿ, ò.å. âî ëí î âûõ ôóí êöèé
ï î ï åðå÷í ûõ êî ëåáàí èé ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ. Äåéñòâèòåëüí î , èç
ï ðî âåäåí í î ãî í àì è âû ø å àí àëèçà âèäí î , ÷òî âñå ô èãóðèðóþ ù èå â í åì
âî ëí î âû å ôóí êöèè èì åþ ò èñêëþ ÷èòåëüí î ï ðî ñòî é âèä. Ýòî ñâî éñòâî
î òêðû âàåò ø èðî êèå âî çì î æí î ñòè äëÿ èõ ñèì ì åòðèéí î ãî èçó÷åí èÿ è, â

î ëåâû
êî í å÷í î ì ñ÷åòå, äëÿ êëàññèôèêàöèè ï ì ì åòðèéí û ì ï ðèçí àêàì
ñî âî êóï í î ñòåé ñèñòåì , ðàçëè÷àþ ù èõñÿ ãåî ì åòðèåé ðåçî í àòî ðî â.

Äàëüí åéø èì ï ðåäì åòî ì í àø åãî èññëåäî âàí èÿ ÿâëÿåòñÿ ñèì ì åòðèéí î å
èçó÷åí èå ñâî éñòâ ðàññì î òðåí í û õ âû ø å âî ëí î âû õ ôóí êöèé ï î ï åðå÷í û õ
êî ëåáàí èé ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ, à òàêæå êëàññèôèêàöèÿ ï î ï î ëó÷åí í û ì
ï ðè ýòî ì ñèì ì åòðèéí û ì ï ðèçí àêàì ï ÿòè âû áðàí í û õ í àì è ñèñòåì ñ
ãåî ì åòðèÿì è ðåçî í àòî ðî â, èçî áðàæåí í û ì è í à ðèñ.1.

6. Ñèì ì åòðèéí û é àí àëèç ñòðóêòóðû ï î ï åðå÷í û õ
êî ëåáàí èé ï î ëÿ â ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì àõ

Î áù è å ï î ë î æåí èÿ . Ä î ï ó ù åí è ÿ .

~

Êî í å÷í î é öåëüþ ñèì ì åòðèéí î ãî ãëî áàëüí î ãî èçó÷åí èÿ ñòðóêòóðû
ï î ï åðå÷í ûõ êî ëåáàí èé ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ï ÿòè âûáðàí í ûõ í àì è
ñèñòåì àõ ÿâëÿåòñÿ àí àëèòè÷åñêî å ï î ñòðî åí èå ì í î ãî î áðàçèé âî ëí î âûõ
ôóí êöèé òà»,„ ( Õ,Õ , Õ ) è »>. ( X , X >Õ ) (ò , n — í î ì åðà
ñî áñòâåí í ûõ êî ëåáàí èé) ï î ï åðå÷í ûõ êî ëåáàí èé âî ëí î âî ãî ï î ëÿ, êàê âí óòðè
ðåçî í àòî ðà, ñî î òâåòñòâóþ ù åãî êàæäî é èç ýòèõ ñèñòåì , òàê è çà åãî
ï ðåäåëàì è. Î áû÷í î ôèçè÷åñêèé èí òåðåñ ï ðåäñòàâëÿþ ò í åï ðåðûâí ûå
çàâèñèì î ñòè ×'àà>„ ( X , X ) , ×'ç» (X õç ) ýòèõ ì í î ãî î áðàçèé î ò / Ú 3 3 2.

ï ðî äî ëüí î é êî î ðäèí àòû õ .
Ì í î ãî î áðàçèÿ âî ëí î âûõ ôóí êöèé Ôç à (X, " Õ ) , òç>, (Õ »" Õ )

ì î æí î ñòðî èòü ñ ï î ì î ù üþ ì àòåì àòè÷åñêî ãî àï ï àðàòà àëãåáð è ãðóï ï Ëè,
ãðóï ï Ëè ï ðåî áðàçî âàí èé, à òàêæå òåî ðèè ï ðåäñòàâëåí èé í åï ðåðûâí ûõ
ãðóï ï . Î äí àêî ñèì ì åòðèéí ûå ñâî éñòâà ×'à (X , X~) , ×'êà, ( X , õ )
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ï ðè ðàçëè÷í û õ ôèêñèðî âàí í ûõ õ' ñ ôèçè÷åñêî é òî ÷êè çðåí èÿ óäî áí î èçó÷àòü

ï î ñðåäñòâî ì ì àòåì àòè÷åñêî ãî àï ï àðàòà òåî ðèè ï ðåäñòàâëåí èé í åï ðåðû âí ûõ
ãðóï ï . Â äàëüí åéø åì ì û , î äí àêî , âî ñï î ëüçóåì ñÿ ï ðèì èòèâí û ì ì åòî äî ì
ñèì ì åòðèéí î ãî àí àëèçà.

Â î áù åì ñëó÷àå âî çí èêàåò ï ðî áëåì à, òèï è÷í àÿ äëÿ ãëî áàëüí î ãî
ñèì ì åòðèéí î ãî àí àëèçà ô èçè÷åñêèõ î áúåêòî â. Î í à çàêëþ ÷àåòñÿ â òî ì , ÷òî áû
î ï ðåäåëèòü ì èí èì àëüí û é í àáî ð ñèì ì åòðèé, ôèçè÷åñêè ñî ãëàñî âàí í ûõ ñî
ñòðóêòóðî é î áúåêòà è óäî áí û õ äëÿ çàäàí í î ãî óðî âí ÿ ï î ëí î òû èçî áðàæåí èÿ
åãî ñâî éñòâ, õî òÿ áû â í åêî òî ðûõ èí òåðâàëàõ çí à÷åí èé õ' . Ï ðè ýòî ì ñâî éñòâî

í åñî âï àäåí èÿ ñèì ì åòðèéí ûõ î ñî áåí í î ñòåé î áúåêòà â ðàçëè÷í û õ èí òåðâàëàõ
õ ì î æí î èñï î ëüçî âàòü äëÿ åãî ñèì ì åòðèéí î é õàðàêòåðèçàöèè â öåëî ì .
Î òì å÷åí í î å ñâî éñòâî óäî áí î òàêæå èñï î ëüçî âàòü ï ðè ñðàâí èòåëüí î ì
ñèì ì åòðèéí î ì àí àëèçå ñèñòåì û èç ï ÿòè î áúåêòî â, ãåî ì åòðèè êî òî ðû õ
èçî áðàæåí û í à ðèñ. 1.

r I ã ç1Èì åí í î ýòî ò ï óòü ñèì ì åòðèéí î ãî ãëî áàëüí î ãî àí àëèçà ×'~~„ ~(õ , < , < ) ,
4~, „ ( õ' , õ~ g~) ì û âû áèðàåì â êà÷åñòâå î ñí î âí î ãî äëÿ äàëüí åéø åãî

èññëåäî âàí èÿ .
Ââåäåì óï ðî ù àþ ù èå àí àëèç äî ï óù åí èÿ.
1). Ñòðóêòóðà àçèì óòàëüí û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ, î ï èñû âàåì û õ âî ëí î âû ì è

ôóí êöèÿì è ~ó,„(õ , õ , õ ), â ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì àõ ñ öèëèí äðè÷åñêî é
ñèì ì åòðèåé òðèâèàëüí à è å¸ ì û ðàññì àòðèâàòü í å áóäåì . Î ãðàí è÷èì ñÿ
àí àëèçî ì í èçø èõ, î ñí î âí û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ, î ï èñû âàåì ûõ âî ëí î âû ì è
ôóí êöèÿì è ù (õ , õ ).

2). Â ñèëó ñèì ì åòðèéí ûõ ãåî ì åòðè÷åñêèõ ñâî éñòâ ñèñòåì û ñ
ðåçî í àòî ðî ì èç ï ëî ñêèõ ï ðÿì î óãî ëüí û õ çåðêàë èì ååò ñì û ñë ðàññì î òðåòü
òî ëüêî î äí î î ñí î âí î å ï î ï åðå÷í î å êî ëåáàí èå ï î ëÿ, î ï èñû âàåì î å âî ëí î âî é
ôóí êöèåé ù (õ , õ ).

3). Î ãðàí è÷èì ñÿ àí àëèçî ì âî ëí î âû õ ôóí êöèé ù (õ~, õ ) òî ëüêî â äâóõ
î áëàñòÿõ î ï ðåäåëåí èÿ êî î ðäèí àòû õ' . âí óòðè ðåçî í àòî ðà è â äàëüí åé çî í å.

Ï ðè ýòî ì , äëÿ ï ðî ñòî òû çàï èñè, í èæå áóäåì î áî çí à÷àòü ï î ï åðå÷í óþ
êî î ðäèí àòó ï î ñðåäñòâî ì õ.

Òàêèì î áðàçî ì , ñí à÷àëà ï ðî áëåì à ñâî äèòñÿ ê ñèì ì åòðèéí î ì ó èçó÷åí èþ
ï àð âî ëí î âû õ ôóí êöèé ù (õ) (âí óòðè ðåçî í àòî ðà è â äàëüí åé çî í å) äëÿ
êàæäî é èç ï ÿòè âû áðàí í û õ í àì è ñèñòåì .

Â ñëó÷àå ñèñòåì ñ öèëèí äðè÷åñêî é ñèì ì åòðèåé ï ðè àí àëèçå ó~(õ) ó÷òåì
òàêæå äâå ñèòóàöèè: í åâî çáóæäåí í î ãî àçèì óòàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ (Ò =0) è

âî çáóæäåí í î ãî í èçø åãî àçèì óòàëüí î ãî êî ëåáàí èÿ (Ò ô Î ).

6.2. Ì åòî ä ñèì ì åòðèéí î ãî î ï èñàí èÿ ñòðóêòóðû
ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ.

Ï åðâî í à÷àëüí î é öåëüþ ñèì ì åòðèéí î ãî èçó÷åí èÿ âî ëí î âûõ ôóí êöèé
y>(x) ðàññì àòðèâàåì ûõ ñèñòåì , êàê óæå î òì å÷àëî ñü âûø å, ÿâëÿåòñÿ
î ï ðåäåëåí èå í àáî ðà ñèì ì åòðèé, ñ ï î ì î ù üþ êî òî ðî ãî ì î æí î äî ñòàòî ÷í î
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ï î ëí î í à êà÷åñòâåí í î ì óðî âí å î ï èñàòü âñå èí òåðåñóþ ù èå í àñ ñèì ì åòðèéí û å
î ñî áåí í î ñòè èçâåñòí î é ñî âî êóï í î ñòè ôóí êöèé ù (õ) åäèí û ì î áðàçî ì .

Ýòà öåëü, â êî í å÷í î ì ñ÷åòå, ðåàëèçóåòñÿ î ï ðåäåëåí èåì åäèí î ãî
àí àëèòè÷åñêî ãî ñï î ñî áà èçî áðàæåí èÿ ôóí êöèé ù (õ), ñî äåðæàù åãî âñå
èí òåðåñí û å äëÿ í àñ ñèì ì åòðèéí û å ñâî éñòâà âñåé èõ ñî âî êóï í î ñòè.

È ñêëþ ÷àÿ èç ýòî ãî ñï î ñî áà èçî áðàæåí èÿ î òäåëüí û å ýëåì åí òû
ñèì ì åòðèé èëè çàì åí ÿÿ èõ í î âû ì è èç òî ãî æå í àáî ðà, ì î æí î ï î ëó÷èòü
èçî áðàæåí èå ëþ áî é èí òåðåñóþ ù åé í àñ êî í êðåòí î é ôóí êöèè ù (õ).

Í àáî ð èí òåðåñóþ ù èõ í àñ ôóí êöèé ù (õ) áû ë î ï ðåäåëåí í àì è ðàí åå.
Èõ ãðàôè÷åñêî å èçî áðàæåí èå äàí î í à ðèñ. 39.

Èç ýòî ãî ðèñóí êà âèäí î , ÷òî äëÿ î ï èñàí èÿ âî ëí î âû õ ôóí êöèé Vq(x)
ì î æí î èñï î ëüçî âàòü ñëåäóþ ù èé í àáî ð ñèì ì åòðèé:

1) ñäâèã,
2) ñæàòèå-ðàñòÿæåí èå,
3) âðàù åí èå,
4) èí âåðñèþ

è èõ êî ì áèí àöèè.
Òåï åðü î ï ðåäåëèì åäèí û é àí àëèòè÷åñêèé ñï î ñî á èçî áðàæåí èÿ âñåõ

ôóí êöèé ù (õ), ï î êàçàí í û õ í à ðèñ. 39.

Ðè ñ.1

~

Äàëüí ÿÿ
çî í à õ

~~~~~~~~~~~~~~



~~~~

> Î

~~~~

> Î

~~~~~~~~~~

Ðèñ. 39.

Èç ì í î æåñòâà äî ï óñòèì û õ ñï î ñî áî â ì û âû áðàëè ñëåäóþ ù èé. Î í
î ñí î âàí í à î òî áðàæåí èè ýëåì åí òàðí î é âî ëí î âî é ôóí êöèè rq(x), ï î êàçàí í î é
í à ðèñ. 40, ï î ñðåäñòâî ì å̧  ñæàòèÿ-ðàñòÿæåí èÿ, â èí òåðåñóþ ù èå í àñ âî ëí î âû å
ôóí êöèè Vz(>).

îÑæàòèå-ðàñòÿæåí èå ôóí êöèè ~z(z) ï ðè å¸ î òî á àæåí èè â ù (õ)
î ï èñû âàåòñÿ ï î ñðåäñòâî ì ôóí êöèé \/ ô , (õ) è g- (õ) , ï ðè÷åì ß~~
è Q» èì åþ ò ñì û ñë êî ì ï î í åí ò ì åòðè÷åñêî ãî òåí çî ðà. Âåëè÷èí à Q ð, ()()'

èì ååò ñì û ñë êî ýô ôèöèåí òà ñæàòèÿ-ðàñòÿæåí èÿ î ãèáàþ ù åé âî ëí î âî é
ôóí êöèè, à g î „„ (õ) — êî ýô ôèöèåí òà ñæàòèÿ-ðàñòÿæåí èÿ å¸ ô àçû .

Åñëè æç(õ) — âî ëí î âàÿ ôóí êöèÿ ï î ëÿ âí óòðè ðåçî í àòî ðà, òî éí = î î

è è ç(õ) î ï èñû âàåòñÿ òî ëüêî ï î ñðåäñòâî ì çàâèñèì î ñòè ~ß , (õ)
Òàêî é ñï î ñî á î ï èñàí èÿ Vq(x) ï ðèâî äèò ê î ÷åí ü èí òåðåñí î ì ó

ñèì ì åòðèéí î ì ó ñâî éñòâó âî ëí î âûõ ôóí êöèé ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì â
äàëüí åé çî í å. Èç ðèñ. 39 âèäí î , ÷òî â ýòî ì ñëó÷àå èì ååòñÿ êî í ô î ðì í àÿ
ñèì ì åòðèÿ [ å 1: ~ ì ( ê ) = éçü(õ ) . Ýòî âàæí î å ñâî éñòâî çí à÷èòåëüí î

î áëåã÷àåò äàëüí åéø èé àí àëèç, ï î ñêî ëüêó èñêëþ ÷àåò àí àëèç çàâèñèì î ñòåé
~ß „ (õ)

Â ðàì êàõ òàêî ãî ñï î ñî áà î ï èñàí èÿ àí àëèç çàâèñèì î ñòåé ù (õ)
ñâî äèòñÿ ê àí àëèçó çàâèñèì î ñòåé )( ~ ç(õ) . Ëåãêî çàì åòèòü, ÷òî äëÿ òàêèõ
çàâèñèì î ñòåé í àáî ð ï åðå÷èñëåí í ûõ âû ø å ñèì ì åòðèé î ñòàåòñÿ â ñèëå.
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Ðèñ. 40.

3

Ñàì û é î áù èé çàêî í èçì åí åí èÿ I ) n .( " )
ñèñòåì , êàê ýòî âèäí î èç ðèñ. 39, èì ååò âèä:

ä ëÿ ð àññì àòð è âàåì û õ

~~~

ãäå À , Â, à, 6, ñ, y - ï î ñòî ÿí í û å äëÿ äàí í î é ôóí êöèè ù (õ) âåëè÷èí û
(À , Â, à, 6, ñ > 0).

Î òì åòèì , ÷òî ï ðè ï î äõî äÿù åì âû áî ðå çí à÷åí èé ýòèõ ï î ñòî ÿí í ûõ
âåëè÷èí ì î æí î î ï èñàòü âñå èí òåðåñóþ ù èå í àñ âî ëí î âû å ôóí êöèè ù (õ).
(Ï ðè î ï èñàí èè ù (õ) äëÿ ñëó÷àÿ (2), ï î êàçàí í î ãî í à ðèñ.39, ñëåäóåò òàêæå

ëó÷åñòü î ï åðàöèþ ñäâèãà âî ëí î âî é ôóí êöèè âäî ëü õ í à âåëè÷èí ó + õ).
Â ðàì êàõ äàí í ûõ ï ðåäñòàâëåí èé èí äèâèäóàëüí û å ñèì ì åòðèéí û å

ï ðèçí àêè êàæäî é âî ëí î âî é ôóí êöèè ù (õ) î ï ðåäåëÿþ òñÿ í àáî ðî ì
ï î ñòî ÿí í ûõ âåëè÷èí À , Â, ô , ©~ , õ. Äëÿ êàæäî é èç ôóí êöèé ù (õ),

ï î êàçàí í û õ í à ðèñ. 39, ýòè í àáî ðû î ï ðåäåëåí û â òàáëèöå.



~

Òàáëè öà

~~~~~~~~

> 1

Â + 1

0

> ]

Â +

0

ê

+ õ

> ]

Â + 1

0

> ]

Â +

0

> 1
> Î

> 1

Â +

0

Çê

1

> Î

1

> Î

à./ ñ
Ñäâèã
ï î õ

~~~~

'J $ n

~~~~~~~

> Î > Î

~~~~

Çàï èñàí í î å âû ø å âû ðàæåí èå, î ï ðåäåëÿþ ù åå ôóí êöèþ g ~àà( ê )
ì î æí î ðàññì àòðèâàòü êàê èí âàðèàí ò, í à êî òî ðî ì äåéñòâóåò
î äí î ï àðàì åòðè÷åñêàÿ ãðóï ï à ï ðåî áðàçî âàí èé. Åñëè â êà÷åñòâå ýòî é ãðóï ï û
âû áðàòü ãðóï ï ó ñäâèãî â

(ãäå t — ï àðàì åòð ãðóï ï û ñäâèãî â), òî çàâèñèì î ñòü )~~çà(Õ) ì î æí î î ï èñàòü

â òåðì èí àõ î äí î ì åðí î ãî ï ðåäñòàâëåí èÿ ãðóï ï û ñäâèãî â. Äåéñòâèòåëüí î ,
äåéñòâèå ýòî é ãðóï ï û â 1-ï ðî ñòðàí ñòâå õ î ï ðåäåëÿåòñÿ òàê:

~/ ~ ~àÄëÿ î ï èñàí èÿ ñî î òâåòñòâóþ ù åãî äâèæåí èÿ â 1-ï ðî ñòðàí ñòâå
äåëèì î ï åðàòî ð Ò, ñëåäóþ ù èì î áðàçî ì :

î ï ðå-

õ -+ î0 - ~ Õ+ ~

Åñëè, í àï ðèì åð, âû áðàòü çàâèñèì î ñòü
y ~(x) ñ Ì '-8 í à ðèñ. 39:

â ô î ðì å, ñî î òâåòñòâóþ ù åé

~ + ñ õ

~

Ü + '1 ~ Õ

ñ Â > 1, — = Çê , 0 < õ < î î , òî î ï åðàòî ð Ò, î ï ðåäåëÿåòñÿ òàê :
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Ò , Ò , ) » ( Ä)

~

~ 4 + 6

Ñëåäî âàòåëüí î , î í ÿâëÿåòñÿ î ï åðàòî ðî ì ï ðåäñòàâëåí èÿ ãðóï ï û ñäâèãî â,
äåéñòâóþ ù åì â 1-ï ðî ñòðàí ñòâå ð ó êà ' .

Ñî âì åñòí î å äåéñòâèå ãðóï ï û ñäâèãî â â 1-ï ðî ñòðàí ñòâå õ: õ = õ + t è
î ï åðàòî ðà Ò, â 1-ï ðî ñòðàí ñòâå 1/ (~~ú ï î çâî ëÿåò ï î çàäàí í û ì í à÷àëüí û ì
òî ÷êàì õ = õ, è 1~ ð ü = ~ ] ~q) , âî ññòàí î âèòü ãëî áàëüí óþ ô î ðì ó
ôóí êöèè ~ ~~~(õ) . Ýòà ôóí êöèÿ áóäåò ýêâèâàëåí òí à çàäàí í î ì ó í àì è ðàí åå
èí âàðèàí òó, åñëè í à÷àëüí û å òî ÷êè õ, è )/ ( ~,Ä ëåæàò â î áëàñòè åãî
î ï ðåäåëåí èÿ, ò.å. ~/ (ä„ ( õ, )),' Å )) ÿçà( õ )'

Òàêî âî ñî äåðæàí èå âû áðàí í î ãî í àì è ì åòî äà ñèì ì åòðèéí î ãî î ï èñàí èÿ
ñòðóêòóðû ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ â ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì àõ.

6.3. Î áñóæäåí èå ñèì ì åòðèéí û õ ñâî éñòâ ï î ï åðå÷í û õ Êî ëåáàí èé
ï î ëÿ â ðàññì àòðèâàåì û õ ñèñòåì àõ .

Î äí èì èç î ñí î âí ûõ äî ñòèæåí èé ñèì ì åòðèéí î ãî àí àëèçà ï î ï åðå÷í ûõ
êî ëåáàí èé ï î ëÿ â äàëüí åé çî í å ÿâëÿåòñÿ î òêðû òèå êî í ô î ðì í î é ñèì ì åòðèè
äëÿ âñåõ ðàññì î òðåí í ûõ í àì è ñèñòåì â óñòàí î âëåí í î ì âû ø å ñì û ñëå.

À í àëèç äðóãèõ ñèì ì åòðèé í û õ ñâî éñòâ âû áðàí í û õ ï î ï åðå÷í ûõ
êî ëåáàí èé ñâî äèòñÿ ê èçó÷åí èþ èí ô î ðì àöèè, ï ðåäñòàâëåí í î é â òàáëèöå. Èç
í åå, â ÷àñòí î ñòè, âèäí î , ÷òî ï ðè ñäåëàí í û õ äî ï óù åí èÿõ:

1) êî ëåáàí èÿ # 1 è # 3 ýêâèâàëåí òí û ;
ë2) êî ëåáàí èÿ # 2 è # 4 î òëè÷àþ òñÿ òî ëüêî ñäâèãàì è ï î õ í à +õ;

3) êî ëåáàí èÿ # 5 è # 7 î òëè÷àþ òñÿ òî ëüêî çí à÷åí èÿì è Â = 1 è Â > 1;
4) êî ëåáàí èÿ ñ # # 1-7 èì åþ ò ï ðî ñòåéø èé âèä âðàù àòåëüí î é

ñèì ì åòðèè, à êî ëåáàí èå # 8 — ñàì û é ñëî æí û é èç âñåõ.
Èì ååòñÿ ñëåäóþ ù àÿ ãðàäàöèÿ êî ëåáàí èé ï î ñòåï åí è ï ðî ñòî òû â

ñèì ì åòðèéí î ì î òí î ø åí èè:
# # ñ 1 è 3, 5, 7, 4, 2, 6, 8.
Òàêî âû î ñí î âí û å ðåçóëüòàòû ñèì ì åòðèéí î ãî àí àëèçà ï î ï åðå÷í ûõ

êî ëåáàí èé ï î ëÿ â âû áðàí í ûõ í àì è ñèñòåì àõ.
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6.4. Êëàññèô èêàöèÿ ðàññì î òðåí í û õ ñèñòåì ï î ñèì ì åòðèéí û ì
ï ðèçí àêàì ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ â í èõ.

Çàêëþ ÷èòåëüí û ì ýòàï î ì ñèì ì åòðèéí î ãî àí àëèçà ï î ï åðå÷í ûõ
êî ëåáàí èé ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â èçî áðàæåí í û õ í à ðèñ. 1 ï ÿòè ñèñòåì àõ
ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ýòèõ ñèñòåì ï î ñëî æí î ñòè ñèì ì åòðèéí î é ñòðóêòóðû
ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ â í èõ. Èí ô î ðì àöèÿ äëÿ òàêî é êëàññèôèêàöèè
ñî äåðæèòñÿ â òàáëèöå è í à ðèñ. 39. Àí àëèçèðóÿ ýòó èí ô î ðì àöèþ , ëåãêî
óñòàí î âèòü ñëåäóþ ù óþ ãðàäàöèþ ñèñòåì ï î ñëî æí î ñòè ñèì ì åòðèéí î ãî
î ï èñàí èÿ ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ â í èõ:

1) ñèñòåì û ñ öèëèí äðè÷åñêèì è óñòî é÷èâû ì êî í ô î êàëüí û ì
ðåçî í àòî ðàì è (ñàì û å ï ðî ñòû å);

2) ñèñòåì à ñ ðåçî í àòî ðî ì , èì åþ ù èì ï ëî ñêèå ï ðÿì î óãî ëüí û å çåðêàëà;
3) ñèñòåì û ñ ðåçî í àòî ðî ì , èì åþ ù èì âû ï óêëû å çåðêàëà, è ñ

òåëåñêî ï è÷åñêèì ðåçî í àòî ðî ì .
Òàêî â èòî ã ï ðî âåäåí í î ãî âû ø å ñèì ì åòðèéí î ãî àí àëèçà ï î ï åðå÷í û õ

êî ëåáàí èé ï î ëÿ â ï ÿòè âû áðàí í û õ í àì è ñèñòåì àõ.

7. Çàì å÷àí èÿ ï î ñèì ì åòðèéí î ì ó èçó÷åí èþ ï î ëÿ â ðàññì î òðåí í û õ
ñèñòåì àõ. Î ñí î âí î é ðåçóëüòàò èññëåäî âàí èÿ .

Âû ø å í àì è áû ëî ï ðî âåäåí î ñèì ì åòðèéí î å èçó÷åí èå ï ðî äî ëüí î é
ñòðóêòóðû ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ. Åãî î áúåêòî ì ÿâëÿëèñü ãåî ì åòðèè ôðî í òî â
ï ðî äî ëüí û õ âî ëí . Çàòåì ì û ï ðî âåëè ñèì ì åòðèéí î å èçó÷åí èå ï î ï åðå÷í î é
ñòðóêòóðû ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ. Åãî î áúåêòî ì ÿâëÿëèñü âî ëí î âû å ôóí êöèè
ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ. Ï î ñêî ëüêó î áúåêòû
èçó÷åí èÿ â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ èì åëè ðàçëè÷í óþ ôèçè÷åñêóþ ï ðèðî äó è
ñòðî åí èå, òî ï ðè èõ ñèì ì åòðèéí î ì èññëåäî âàí èè ì û èñï î ëüçî âàëè
ðàçëè÷í û å ýëåì åí òû è ì åòî äû ì àòåì àòè÷åñêî é òåî ðèè ãëî áàëüí î ãî àí àëèçà
ôèçè÷åñêèõ î áúåêòî â.

Î ñí î âí î é âî ï ðî ñ, êî òî ðû é âî çí èêàåò ï ðè ñðàâí åí èè ðåçóëüòàòî â
èññëåäî âàí èé â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ, çàêëþ ÷àåòñÿ â ñëåäóþ ù åì : "Ñóù åñòâóåò

ëè êî ððåëÿöèÿ ì åæäó ýòèì è äâóì ÿ ñëó÷àÿì è â êëàññèôèêàöèè
ðàññì î òðåí í û õ ï ÿòè ñèñòåì ï î ñëî æí î ñòè ñèì ì åòðèéí î é ñòðóêòóðû ï î ëÿ â
í èõ?" .

Î êàçû âàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ êî ððåëÿöèÿ ÷àñòè÷í î ñóù åñòâóåò. Â î áî èõ
ñëó÷àÿõ ñàì àÿ ï ðî ñòàÿ ñòðóêòóðà ï î ëÿ í àáëþ äàåòñÿ â ñèñòåì å ñ óñòî é÷èâû ì
êî í ô î êàëüí û ì ðåçî í àòî ðî ì , à ñàì àÿ ñëî æí àÿ — â ñèñòåì àõ ñ òåëåñêî ï è÷åñêèì

ðåçî í àòî ðî ì è ñ ðåçî í àòî ðî ì , èì åþ ù èì âû ï óêëû å çåðêàëà (ñì . ï .4.2. è
ï .6.4.

Â öåëî ì , î áúåäèí ÿÿ ðåçóëüòàòû èññëåäî âàí èé ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ,
ï î ëó÷àåì ñëåäóþ ù óþ ãðàäàöèþ ï ÿòè ðàññì î òðåí í û õ ñèñòåì ï î ñëî æí î ñòè
ñèì ì åòðèéí î é ñòðóêòóðû ï î ëÿ â í èõ:

1) ñèñòåì à ñ óñòî é÷èâû ì êî í ôî êàëüí û ì ðåçî í àòî ðî ì (ñàì àÿ ï ðî ñòàÿ
ñèì ì åòðèéí àÿ ñòðóêòóðà ï î ëÿ),
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2) ñèñòåì à ñ öèëèí äðè÷åñêèì ðåçî í àòî ðî ì ,
3) ñèñòåì à ñ ðåçî í àòî ðî ì èç ï ëî ñêèõ ï ðÿì î óãî ëüí û õ çåðêàë,
4) ñèñòåì à ñ ðåçî í àòî ðî ì èç âû ï óêëû õ çåðêàë,
5) ñèñòåì à ñ òåëåñêî ï è÷åñêèì ðåçî í àòî ðî ì (ñàì àÿ ñëî æí àÿ

ñèì ì åòðèéí àÿ ñòðóêòóðà ï î ëÿ).
Ýòà ãðàäàöèÿ ï ðåäñòàâëÿåò ñî áî é î ñí î âí î é ðåçóëüòàò ï ðî âåäåí í î ãî

í àì è ñèì ì åòðèéí î ãî èññëåäî âàí èÿ ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â
âàêóóì å.

S. Çàêë þ ÷åí è å

Ï ðåäñòàâëåí í û å â ñòàòüå ì àòåðèàëû í àø èõ èññëåäî âàí èé èì åþ ò äâå
î ñí î âí û å öåëè.

1). Ï î ñòðî èòü äî ñòàòî ÷í î í àäåæí û é ôóí äàì åí ò ï î í èì àí èÿ ô èçè÷åñêî é
ñóù í î ñòè ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ. Ì û ñòðåì èëèñü ê òî ì ó, ÷òî áû èçëî æåí í û å â
ñòî ..~üå ôèçè÷åñêèå ï ðåäñòàâëåí èÿ î ï ðèðî äå ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ áû ëè, ï î

âî çì î æí î ñòè, ï î ëí û ì è, ï î ñëåäî âàòåëüí û ì è è ñèñòåì àòè÷í û ì è. Ñëåäóåò
çàì åòèòü, ÷òî àí àëî ãî â òàêèõ ï ðåäñòàâëåí èé, â öåëî ì , â í àó÷í î é ëàçåðí î -
ôèçè÷åñêî é ëèòåðàòóðå í å ñóù åñòâóåò. (Ñî âðåì åí í û é óðî âåí ü ðàçâèòèÿ
òåî ðèè ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ ï ðåäñòàâëåí â ï óáëèêàöèÿõ [ 3 , 7 ,9- 20 ] .
Åãî âðÿä ëè ì î æí î ñ÷èòàòü óäî âëåòâî ðèòåëüí û ì ñ ôèçè÷åñêî é òî ÷êè çðåí èÿ).

Èçëî æåí í û å í àì è âû ø å ôèçè÷åñêèå ï ðåäñòàâëåí èÿ ì î æí î
èñï î ëüçî âàòü äâóì ÿ ñï î ñî áàì è — äëÿ äàëüí åéø åãî óòî ÷í åí èÿ è äî ï î ëí åí èÿ, à
òàêæå êàê î ñí î âó äëÿ èçó÷åí èÿ ôèçè÷åñêè áî ëåå ñëî æí ûõ ñèñòåì , í àï ðèì åð,
äëÿ èçó÷åí èÿ ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â ðåçî í àòî ðàõ ñ àêòèâí î é
ñðåäî é, äëÿ èçó÷åí èÿ ñòðóêòóðû ï î ëÿ ï ðè ðàñï ðî ñòðàí åí èè ï ó÷êî â ëàçåðí î ãî
èçëó÷åí èÿ â î ï òè÷åñêè í åëèí åéí ûõ ñðåäàõ (í àï ðèì åð, â âî çäóõå) çà
ï ðåäåëàì è ðåçî í àòî ðà. Èçâåñòí û é èí òåðåñ ýòè ï ðåäñòàâëåí èÿ èì åþ ò òàêæå
ï ðè èçó÷åí èè ñòðóêòóðû ï î ëÿ èì ï óëüñà ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ,
ðàñï ðî ñòðàí ÿþ ù åãî ñÿ, êàê â âàêóóì å, òàê è â î ï òè÷åñêè í åëèí åéí î é ñðåäå.

2). Äðóãî é öåëüþ í àø èõ èññëåäî âàí èé ÿâëÿåòñÿ ï î ëî æèòü í à÷àëî
ñèñòåì àòè÷åñêî ì ó ñèì ì åòðèéí î ì ó í àï ðàâëåí èþ èçó÷åí èÿ âî ëí î âî é
ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ. Ï ðåæí èå ï î ï û òêè èñï î ëüçî âàí èÿ
ñèì ì åòðèéí û õ ì åòî äî â â ôèçèêå ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ î ãðàí è÷èâàëèñü
î áðàçàì è, õàðàêòåðí û ì è äëÿ ï ðèáëèæåí èÿ ãåî ì åòðè÷åñêî é î ï òèêè (ñì . [~1-
26]). Èõ âðÿä ëè ì î æí î ñ÷èòàòü ñåðüåçí û ì è.

Ñëåäóåò î òì åòèòü, ÷òî ì åòî äû ñèì ì åòðèéí î ãî àí àëèçà ñòðóêòóðû ï î ëÿ
ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ, èñï î ëüçî âàí í û å í àì è â äàí í î é ðàáî òå, âåñüì à
í åóêëþ æè. Òåì í å ì åí åå, äàæå í à ýòèõ ï ðèì èòèâí û õ ï ðèì åðàõ ì û
ï ðî äåì î í ñòðèðî âàëè ñï î ñî á ï ðèì åí åí èÿ è âî çì î æí î ñòè ñèì ì åòðèéí î ãî
í àï ðàâëåí èÿ èçó÷åí èÿ â ëàçåðí î é ôèçèêå. Ì û óáåäèëèñü â åãî
ï åðñï åêòèâí î ñòè.

Ñëåäóþ ù èì ýòàï î ì ñèì ì åòðèéí î ãî èçó÷åí èÿ ñòðóêòóðû ï î ëÿ
ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ ÿâëÿåòñÿ èñï î ëüçî âàí èå áî ëåå ñëî æí û õ ì àòåì àòè÷åñêèõ
ì åòî äî â òåî ðèè ãëî áàëüí î ãî àí àëèçà ôèçè÷åñêèõ î áúåêòî â, â ñî ñòàâ êî òî ðû õ
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âõî äÿò ì åòî äû òåî ðèé ãðóï ï Ëè, ãðóï ï Ëè ï ðåî áðàçî âàí èé, à òàêæå ì åòî äû
òåî ðèè ï ðåäñòàâëåí èé í åï ðåðû âí û õ ãðóï ï . Ñðåäè ýòèõ ì åòî äî â èí òåðåñí û
òî ëüêî òå, êî òî ðû å ï î çâî ëÿþ ò èçó÷àòü ñèì ì åòðèþ ñòðóêòóð ãëàäêèõ
ì í î ãî î áðàçèé â öåëî ì , ò.å. ãëî áàëüí û å ì åòî äû . (Ëî êàëüí û å ì åòî äû òåî ðèè
ãðóï ï Ëè, ñâÿçàí í û å ñ èçó÷åí èåì ñèì ì åòðèé äèô ôåðåí öèàëüí û õ óðàâí åí èé,
â . ðàññì àòðèâàåì û õ í àì è ôèçè÷åñêèõ ï ðî áëåì àõ ï ðèì åí ÿòü í å ñëåäóåò).

Èì åí í î òàêèå ì åòî äû , êàê ì û óáåäèëèñü, ï ðåäñòàâëÿþ ò èí òåðåñ â
ôèçè÷åñêèõ ï ðèëî æåí èÿõ.

Óæå í à í à÷àëüí î ì ýòàï å ñèì ì åòðèéí î ãî èçó÷åí èÿ ñòðóêòóðû ï î ëÿ
ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ ãëî áàëüí û ì è ì åòî äàì è í àì è áû ëà î òêðûòà êî í ô î ðì í àÿ
ñèì ì åòðèÿ ï î ï åðå÷í û õ êî ëåáàí èé ï î ëÿ â äàëüí åé çî í å. Ýòî ÿâëÿåòñÿ
ñóù åñòâåí í û ì âêëàäî ì â ï î í èì àí èå çàêî í î ì åðí î ñòåé è ôèçè÷åñêî é
ñóù í î ñòè ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ.

Í åî áõî äèì î òàêæå ñäåëàòü âàæí î å çàì å÷àí èå. Êî í å÷í î é öåëüþ
ñèì ì åòðèéí î ãî èçó÷åí èÿ ñòðóêòóðû ï î ëÿ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â
ñî âî êóï í î ñòè ñèñòåì ñ ðåçî í àòî ðàì è, èì åþ ù èì è ðàçí óþ ãåî ì åòðèþ ,
ÿâëÿåòñÿ êëàññèô èêàöèÿ ýòèõ ñèñòåì ï î ñëî æí î ñòè ñèì ì åòðèéí î é ñòðóêòóðû
ï î ëÿ â í èõ. Ýòà òðóäí àÿ ï ðî áëåì à â ï åðâî ì ï ðèáëèæåí èè áûëà ðåø åí à í àì è
è ðåçóëüòàò å¸ ðåø åí èÿ ï ðåäñòàâëåí âû ø å. Ï î ñóù åñòâó, å¸ ðåø åí èå
î ï ðåäåëÿåò ñòåï åí ü ñëî æí î ñòè ôèçè÷åñêî ãî âî ñï ðèÿòèÿ ñòðóêòóðû ï î ëÿ
ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ â êàæäî é ðàññì àòðèâàåì î é ñèñòåì å î òí î ñèòåëüí î
î ñòàëüí û õ èç çàäàí í î é ñî âî êóï í î ñòè.

Ì û ï î ëàãàåì , ÷òî âî çì î æí î ñòè ñèì ì åòðèéí û õ ì åòî äî â àí àëèçà
ñâî éñòâ ëàçåðí î ãî èçëó÷åí èÿ í à ýòî ì í å èñ÷åðï û âàþ òñÿ.

Ì û í àäååì ñÿ, ÷òî äàí í àÿ ï óáëèêàöèÿ äàñò ì î ù í û é èì ï óëüñ â
í àï ðàâëåí èè ñèì ì åòðèéí î ãî èññëåäî âàí èÿ âî ëí î âî é ñòðóêòóðû ëàçåðí î ãî
èçëó÷åí èÿ, ï î í èì àåì î é â ðàì êàõ èçëî æåí í û õ âû ø å ôèçè÷åñêèõ
ï ðåäñòàâëåí èé.
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