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aNNOTACIQ

mATRICA MONODROMII� WY�ISLENNAQ W ODNOJ PROIZWOLXNOJ TO�KE PERIODI�ESKOGO RE�
�ENIQ GAMILXTONOWOJ SISTEMY� POZWOLQET POLU�ITX KAK NAPRAWLENIE PRODOLVENIQ SE�
MEJSTWA pE�ENIJ PERWOGO �PO pUANKARE� RODA� TAK I KRATNOSTX I NAPRAWLENIE OTWETW�
LENIQ PEpIODI�ESKIH pE�ENIJ WTOROGO RODA� pRI REZONANSAH �	� I �	� NEOBHODIMO U�I�
TYWATX STRUKTURU �LEMENTARNYH DELITELEJ MATRICY MONODROMII�

nA PRIMERE PLOSKOJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL POKAZANA NEOGRANI�ENNOSTX PRO�
CESSA WETWLENIQ DLQ NEINTEGRIRUEMOJ SISTEMY I EGO KONE�NOSTX DLQ INTEGRIRUEMOJ

SISTEMY�
oKAZYWAETSQ� �TO PERIODI�ESKIE RE�ENIQ KAK PERWOGO� TAK I WTOROGO RODA� POLU�A�

EMYE PRODOLVENIEM SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ �TOJ ZADA�I TAK VE SIM�
METRI�NY� eDINSTWENNYM ISKL��ENIEM QWLQETSQ SLU�AJ REZONANSA �	� I DWUH KLETOK
��GO PORQDKA U MATRICY MONODROMII W VORDANOWOJ FORME� w �TOM SLU�AE WSE PERIO�
DI�ESKIE RE�ENIQ WTOROGO RODA OKAZALISX NESIMMETRI�NYMI� dANY PRIMERY SEMEJSTW

NESIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ�

The periodic solutions of autonomous Hamiltonian systems belong to families of the
periodic solutions with variables period and index of stability� For the stable solutions the
transformation of a neighbourhood of the solution for period is reduced to turning on some
angle �� If � rationally expresses through ��� � 
 �� � p�q� p and q � integer� q � �� the
initial family� with period T � is intersected with the family of the periodic solutions� with
period qT � Such solutions Poincare has de�ned as the periodic solutions of second kind�
It appears� the monodromy matrix allows to de�ne the directions of prolongation
both of initial family� and of a family� induced by it as the solutions of second
kind� If there is no second integral� at q � � in the neighbourhood of this point of the family
of the solutions of second kind there must exist stable solutions� which generate their own
families of the periodic solutions of second kind and so ad in�nitum�

Practically all known periodic solutions of the restricted three bodies problem are symmetric
with respect axis x�� It is connected that the equations of motion admit an invariant
change of variables� Therefore the monodromy matrix has a special form it is possible to
show� that at the absence of the resonance ��� the prolongation of symmetric
periodic solutions of this problem gives only symmetric periodic solutions� It is
essential that this statement is fair not only for prolongation of the initial family of
periodic solutions� but for a family� generated by it as solutions of second kind�

In case of a resonance ��� it is necessary to take into account the structure of
elementary divisors of the monodromy matrix� At two divisors �� � ��� and �� � ��� the
monodromy matrix has two eigenvectors� One gives the direction of prolongation of the family
of symmetric solutions with variable energy and duration of period� Second vector gives the
direction of prolongation of new family of the solutions of second kind� for which energy
and duration of period are constant �a �rst approximation� these solutions always are
asymmetric� At two other structures of elementary divisors the solutions remain symmetric�
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� wWEDENIE �

� sEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ GAMILXTONOWYH SISTEM �
��� sTRUKTURA RE�ENIJ W OKRESTNOSTI PEpIODI�ESKOGO pE�ENIQ � � �
��� pOSTROENIE SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ � � � � � � � � � � � � �
��� uSLOWIQ SU�ESTWOWANIQ PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO RODA � ��
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����� sEMEJSTWO ORBIT WOKRUG TO�KI LIBRACII L� � � � � � � � � � ��
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� wWEDENIE

eSLI SISTEMA DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ IMEET PERIODI�ESKOE RE�ENIE S PERIODOM

T � TO WBLIZI �TOGO RE�ENIQ INOGDA SU�ESTWU�T PERIODI�ESKIE RE�ENIQ S PERIODOM�
KRATNYM T � tAKIE RE�ENIQ pUANKARE PREDLOVIL NAZYWATX PEpIODI�ESKIMI pE�ENIQMI
WTOpOGO RODA I POSWQTIL IM � GLAWY W TRETXEM TOME SWOIH ZNAMENITYH �nOWYH METODOW
NEBESNOJ MEHANIKI� ���� WY�ED�EM W �����M GODU�oDNAKO UVE W �����M GODU g�a�mERMAN�
REDAKTOR I KOMMENTATOR PEREWODA �TOGO TOMA NA RUSSKIJ QZYK� BYL WYNUVDEN KONSTATI�
ROWATX� �TO �PEpIODI�ESKIE pE�ENIQ WTOpOGO RODA� W OTLI�IE OT RE�ENIJ PERWOGO RODA�
RASSMOTRENNYH W PERWOM TOME �nOWYH METODOW NEBESNOJ MEHANIKI�� POVALUJ� NAIBOLEE
IZWESTNYH �IROKIM KRUGAM PRIKLADNIKOW IZ WSEGO� �TO SDELANO pUANKARE� PO�TI SOWSEM
ZABYTY� HOTQ ONI MOGUT IMETX STOLX VE MNOGO�ISLENNYE PRIMENENIQ�����

�TO KAVETSQ STRANNYM� TAK KAK PRAKTI�ESKI WESX NEOBHODIMYJ MATEMATI�ESKIJ

APPARAT DLQ POSTROENIQ TAKIH RE�ENIJ DAN UVE W PERWOM TOME MONOGRAFII pUANKA�
RE ���� wOZMOVNO� ZADERVKA S �FFEKTIWNYM PRIMENENIEM �TOGO APPARATA OBUSLOWLENA

TEM� �TO� KAK BUDET POKAZANO NIVE� W OTLI�IE OT NEINTEGRIRUEMYH SISTEM W SLU�AE

INTEGRIRUEMOJ SISTEMY PO�TI WSE SEMEJSTWA PEpIODI�ESKIH pE�ENIJ NE IME�T PEpI�
ODI�ESKIH pE�ENIJ WTOROGO RODA� eSLI RE�ENIQ NEINTEGRIRUEMOJ SISTEMY STROQTSQ

METODOM ANALITI�ESKOGO PRODOLVENIQ RE�ENIJ INTEGRIRUEMOJ SISTEMY� TO W OKREST�
NOSTI PEpIODI�ESKOGO pE�ENIQ WTOROGO RODA �TOT METOD OBQZATELXNO RASHODITSQ� �EM
DALX�E ISSLEDUEMAQ SISTEMA OT INTEGRIRUEMOJ� TEM LEG�E STROITX PEpIODI�ESKIE pE�
�ENIQ WTOROGO RODA� ESTESTWENNO NE ANALITI�ESKIMI� A �ISLENNYMI METODAMI�

�ISTO �ISLENNYJ PODHOD K PROBLEME POSTROENIQ PEpIODI�ESKIH pE�ENIJ WTOROGO

RODA OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL DAN� W �ASTNOSTI� W PREPRINTE AWTORA ���� w �TOJ

PUBLIKACII OPISYWAETSQ BOLEE KOMPAKTNYJ I UNIWERSALXNYJ ALGORITM POISKA TO�EK

BIFURKACII SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� DAETSQ EGO OBOSNOWANIE METODAMI TEORII
WOZMU�ENIJ PERIODI�ESKIH RE�ENIJ GAMILXTONOWYH SISTEM�

oKAZALOSX� �TO MATRICA MONODROMII� WY�ISLENNAQ W ODNOJ PROIZWOLXNOJ TO�KE PE�
RIODI�ESKOGO RE�ENIQ� POZWOLQET POLU�ITX KAK NAPRAWLENIE PRODOLVENIQ SEMEJSTWA

PEpIODI�ESKIH pE�ENIJ PERWOGO RODA� TAK I KRATNOSTX I NAPRAWLENIE OTWETWLENIQ

PEpIODI�ESKIH pE�ENIJ WTOROGO RODA� pRI REZONANSAH �	� I �	� NEOBHODIMO U�ITYWATX
STRUKTURU �LEMENTARNYH DELITELEJ MATRICY MONODROMII�

nA PRIMERE PLOSKOJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL �DLQ SISTEMY zEMLQ � lUNA�
POKAZANA NEOGRANI�ENNOSTX PROCESSA WETWLENIQ DLQ NEINTEGRIRUEMOJ SISTEMY I EGO

KONE�NOSTX DLQ INTEGRIRUEMOJ SISTEMY� pRIWEDENY HARAKTERISTIKI USTOJ�IWOSTI �W
LINEJNOM PRIBLIVENII� POLU�ENNYH pE�ENIJ WTOROGO RODA DLQ REZONANSOW RAZLI�NYH
PORQDKOW�

pOKAZANO� �TO PERIODI�ESKIE RE�ENIQ KAK PERWOGO� TAK I WTOROGO RODA� POLU�AEMYE
PRODOLVENIEM SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ �TOJ ZADA�I TAK VE SIMMETRI��
NY� eDINSTWENNYM ISKL��ENIEM QWLQETSQ SLU�AJ REZONANSA �	� I DWUH KLETOK ��GO PO�
RQDKA U MATRICY MONODROMII W VORDANOWOJ FORME� w �TOM SLU�AE WSE PERIODI�ESKIE

RE�ENIQ WTOROGO RODA OKAZALISX NESIMMETRI�NYMI� dANY PRIMERY SEMEJSTW NESIMMET�
RI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ�
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� sEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ GAMILXTONO�

WYH SISTEM

��� sTRUKTURA RE�ENIJ W OKRESTNOSTI PEpIODI�ESKOGO pE�E�
NIQ

sLEDUQ W OSNOWNOM MONOGRAFIQM pUANKARE ��� I bR�NO ��� NAPOMNIM PROSTEJ�IE POLO�
VENIQ TEORII WOZMU�ENIJ PERIODI�ESKIH RE�ENIJ GAMILXTONOWYH SISTEM UGLUBLENNAQ
INFORMACIQ SODERVITSQ KAK W �TIH PUBLIKACIQH� TAK I W RABOTAH ��������

rASSMOTRIM AWTONOMNU� GAMILXTONOWU SISTEMU S k STEPENQMI SWOBODY	

dx

dt

 JH ��x�� �����

zDESX x � �K MERNYJ WEKTOR� KOMPONENTY KOTOROGO xk I xK�k� k 
 �� �� ����K � KANO�
NI�ESKI SOPRQVENNYE �KOORDINATY I IMPULXSY��H ��x� � �K MERNYJ WEKTOR � GRADIENT
FUNKCII gAMILXTONA H�x�� mATRICA J PORQDKA �K IMEET WID

J 


����� �K EK

�EK �K

����� � JT 
 J�� 
 �J � J � 
 �E�K� detJ 
 �� �����

GDE �K I EK � NULEWAQ I EDINI�NAQ MATRICY PORQDKA K�
pUSTX IZWESTNO NEKOTOROE RE�ENIE� NAZYWAEMOE DALEE OPORNYM� cISTEMY �����

x�t� 
 x��t�� �����

W OKRESTNOSTI KOTOROGO FUNKCIQ gAMILXTONA H PO KRAJNEJ MERE DWAVDY DIFFERENCI�
RUEMA�

rASSMOTRIM WOZMU�ENNOE DWIVENIE

x�t� 
 x��t� � y�t�� �����

pODSTAWLQQ EGO W URAWNENIE ������ RAZLAGAQ PRAWYE �ASTI W RQD tEJLORA PO y�t� I
OTBRASYWAQ �LENY RAZLOVENIQ STEPENI WY�E PERWOJ� POLU�AEM URAWNENIQ WOZMU�ENNOGO
DWIVENIQ W PERWOM PRIBLIVENII

dy

dt

 JH ���t�y� �����

NAZYWAEMYE URAWNENIQMI W WARIACIQH pUANKARE� zDESX H ���t� � SIMMETRI�NAQ

MATRICA PORQDKA �K �MATRICA gESSA FUNKCII gAMILXTONA H�x�� S �LEMENTAMI

H ��

ij 


�
��H

�xi�xj

�
�

 �����

SIMWOL � OZNA�AET� �TO W �ASTNYE PROIZWODNYE PODSTAWLENY ZNA�ENIQ x�t� 
 x��t��
��� pUSTX IZWESTNO RE�ENIE SISTEMY ������ ZAWISQ�EE OT PROIZWOLXNOJ POSTOQNNOJ	

x�t� 
 x��t� c�� �����

I OPORNOMU RE�ENI� ����� SOOTWETSTWUET c
��

�



w �TOM SLU�AE SISTEMA ����� IMEET �ASTNOE RE�ENIE

y� 

�x��t� c�

�c
� �����

GDE POSLE WZQTIQ �ASTNYH PROIZWODNYH NADO PODSTAWITX c
��
w �ASTNOSTI AWTONOMNAQ SISTEMA ����� WMESTE S RE�ENIEM x�t� 
 x��t� IMEET RE�ENIE

x�t� 
 x��t� c�� eMU SOOTWETSTWUET RE�ENIE URAWNENIJ W WARIACIQH

y� 
 JH ��x��t��� ������

��� pUSTX SISTEMA ����� IMEET PERWYJ INTEGRAL F 
 F �x� 
 const� w �TOM SLU�AE

SISTEMA ����� TAKVE IMEET PERWYJ INTEGRAL	

hF ��x��t���yi 
 const� �����

I �ASTNOE RE�ENIE	
y 
 JF ��x��t��� ������

zDESX I DALEE hu�vi KAK OBY�NO OZNA�AET SKALQRNOE PROIZWEDENIE WEKTOROW u I v�
pERWOMU INTEGRALU H�x� 
 const SOOTWETSTWUET PERWYJ INTEGRAL SISTEMY �����

hH ��x��t���yi 
 const� ������

I �ASTNOE RE�ENIE	
y 
 JH ��x��t��� �������

SOWPADA��EE S RE�ENIEM �������
��� pUSTX SISTEMA ����� IMEET PERWYJ INTEGRAL

hu�t��yi 
 const� ������

w �TOM SLU�AE ONA IMEET �ASTNOE RE�ENIE

y 
 Ju�t�� ������

oBRATNO� KAVDOMU �ASTNOMU RE�ENI� SISTEMY ������ ANALOGI�NOMU RE�ENI� �������
SOOTWETSTWUET PERWYJ INTEGRAL ������ �TOJ SISTEMY�

sISTEMA URAWNENIJ ����� QWLQETSQ LINEJNOJ SISTEMOJ S ZAWISQ�IMI OT WREMENI KO�
�FFICIENTAMI�oB�EE RE�ENIE TAKOJ SISTEMY S NA�ALXNYMI USLOWIQMI y��� 
 y� PRED�
STAWIMO W WIDE

y�t� 
 Y �t�y�� ������

GDE Y �t��MATRICA RAZMERNOSTI �k � NAZYWAEMAQ MATRICIANTOM�
��� mATRICIANT GAMILXTONOWOJ SISTEMY URAWNENIJ QWLQETSQ SIMPLEKTI�ESKOJ

MATRICEJ� TO ESTX UDOWLETWORQET TOVDESTWU

Y �t�TJY �t� 
 J � ������

sIMPLEKTI�ESKIE MATRICY OBRAZU�T GRUPPU � PROIZWEDENIE DWUH SIMPLEKTI�ES�
KIH MATRIC M � I M � QWLQETSQ SIMPLEKTI�ESKOJ MATRICEJ I L�BAQ SIMPLEKTI�ESKAQ

MATRICAM IMEET OBRATNU�� WY�ISLQEMU� PO FORMULE

M�� 
 �JMTJ � �������
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pUSTX POROVDA��EE RE�ENIE ����� � PERIODI�ESKOE S PERIODOM t �

x��T � 
 x����� ������

mATRICA M RAZMERNOSTI �k � M 
 Y �t �� RAWNAQ ZNA�ENI� MATRICIANTA W KONCE

PERIODA� NAZYWAETSQ MATRICEJ MONODROMII� A EE SOBSTWENNYE ZNA�ENIQ �k � MULX�
TIPLIKATORAMI SISTEMY ������ o�EWIDNO�

Y �t� T � 
 Y �t�M � ������

tAK KAK MATRICA MONODROMII WE�ESTWENNA� TO NARQDU S MULXTIPLIKATOROM � ONA
IMEET KOMPLEKSNO SOPRQVENNYJ MULXTIPLIKATOR ��� dLQ GAMILXTONOWOJ SISTEMY NARQDU
S MULXTIPLIKATOROM � MATRICA MONODROMII IMEET OBRATNYJ MULXTIPLIKATOR ����

tAKIM OBRAZOM� U WE�ESTWENNYH GAMILXTONOWYH SISTEM MULXTIPLIKATORY OBRAZU�T

�ETWERKI ��� ��� ���� ����� ILI PO KRAJNEJ MERE PARY �� I ����� RASPOLAGA��IESQ LIBO NA
WE�ESTWENNOJ OSI �W �TOM SLU�AE � 
 ���� LIBO NA EDINI�NOJ OKRUVNOSTI KOMPLEKSNOJ
PLOSKOSTI �W �TOM SLU�AE ��� 
 ����

sKOBKAMI pUASSONA PARY DIFFERENCIRUEMYH FUNKCIJ F��x� I F��x� NAZYWAETSQ
SKALQRNOE PROIZWEDENIE hF �

��JF
�

�i� eSLI ONI RAWNY NUL�� TO GOWORQT� �TO FUNKCII

F��x� I F��x� NAHODQTSQ W INWOL�CII�
��� pUSTX URAWNENIQ ����� IME�T N ODNOZNA�NYH INTEGRALOW F��x� 
 const� F��x� 


const� ���� FN�x� 
 const� OTLI�NYH OT INTEGRALA VIWYH SIL I NAHODQ�IHSQ W INWOL��
CII� TO LIBO NENULEWYE WEKTORYH ��F �

�
�F �

�
� ����F �

N LINEJNO ZAWISIMY NA PERIODI�ESKOM

RE�ENII ������ LIBO �N � � MULXTIPLIKATORA RAWNY EDINICE�
kONKRETNYJ WID MATRICY MONODROMII ZAWISIT OT WYBORA NA�ALXNOJ TO�KI NA PO�

ROVDA��EM RE�ENII� NO ZNA�ENIQ MULXTIPLIKATOROW �k� k 
 �� �� ���� �K� I STRUKTURA
�LEMENTARNYH DELITELEJ MATRICYM INWARIANTNY OTNOSITELXNO TAKOGO SDWIGA A TAK�
VE NEWYROVDENNYH PREOBRAZOWANIJ FAZOWOGO PROSTRANSTWA�

��� dLQ WY�ISLENIQ MATRICY MONODROMII OBY�NO PRIHODITSQ INTEGRIROWATX NA IN�
TERWALE WREMENI ��� T � URAWNENIQ DWIVENIQ ����� I URAWNENIQ W WARIACIQH pUANKARE
����� DLQ EDINI�NOJ MATRICY NA�ALXNYH USLOWIJ� TO ESTX SISTEMU URAWNENIJ PORQD�
KA �K � ��K�� 
 �K�� � �K�� pRI �ISLENNOM INTEGRIROWANII POLEZNO ISPOLXZOWATX

SLEDU��IJ PRIEM ����
pODSTAWIM W ������ t 
 �T��� pOLU�AEM

Y �T��� 
 Y ��T���M � ������

SLEDOWATELXNO

M 
 Y ��T�����Y �T���� ������

iNTEGRIROWANIE NA INTERWALAH WREMENI ��� T��� I ����T��� PRI FIKSIROWANNOJ TO��
NOSTI W SUMME TREBUET MENX�E WREMENI� �EM INTEGRIROWANIE NA INTERWALE ��� T �� oSO�
BENNO �TOT PRIEM �FFEKTIWEN DLQ t�INWARIANTNYH �INWARIANTNYH OTNOSITELXNO OB�
RA�ENIQ WREMENI� LINEJNYH SISTEM ���� S����� w NA�EM SLU�AE USLOWIE t�INWARIANTNOSTI
OZNA�AET� �TO IZWESTNA MATRICA G TAKAQ� �TO

H ����t� 
 JGJH ���t�G��� ������

mATRICIANTY Y ��t� I Y �t� DLQ TAKIH SISTEM SWQZANY URAWNENIEM

Y ��t� 
 G��Y �t�G� ������

�



W �ASTNOSTI

Y ��T��� 
 G��Y �T���G� �������

tAK KAK MATRICA Y ��T��� � SIMPLEKTI�ESKAQ� TO S U�ETOM FORMULY ������� DLQ
WY�ISLENIQ MATRICY MONODROMIIM 
 Y �t � POLU�AEM

Y �T � 
 �GJ �Y �T���T �GJ���Y �T���� ������

��� pOSTROENIE SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ

pUSTX IZWESTNO NEKOTOROE PERIODI�ESKOE� S PERIODOM t � RE�ENIE x�t� 
 x��t�� SISTEMY
������ x��T � 
 x����� dLQ NAHOVDENIQ BLIZKOGO K NEMU PERIODI�ESKOGO RE�ENIQ x�t� 

x��t� � y�t� S PERIODOM t � dT NADO RE�ITX SISTEMU URAWNENIJ

x��T � dT � � y�T � dT � 
 x���� � y���� �����

dLQ MALYH y� dT IMEEM NEOBHODIMOE USLOWIE

y�T � � dTJH ��x��T �� 
 y���� ������

ILI� S U�ETOM ������ I �������

�M �E�y��� � dTJH ��x����� 
 �� �����

rASSMOTRIM PROSTEJ�IJ SLU�AJ AWTONOMNOJ GAMILXTONOWOJ SISTEMY S DWUMQ STE�
PENQMI SWOBODY� K 
 �� w SILU TEOREM � I � URAWNENIQ W WARIACIQH IME�T RE�ENIE
y� 
 JH ��x��t�� I PERWYJ INTEGRAL hH ��x��t���yi 
 const� nAPRA�IWAETSQ ZAMENA PE�
REMENNYH y 
 Az S SIMPLEKTI�ESKOJ I ODNOWREMENNO ORTOGONALXNOJ MATRICEJ A�

A 


���������

H� �H� H� H�

H� H� H� �H�

�H� �H� H� �H�

�H� H� H� H�

���������
� �����

GDE H��H��H��H� � KOMPONENTY NORMIROWANNOGO WEKTORA � GRADIENTA FUNKCII gAMILX�
TONA H�x����� W NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI t 
 ��

wSE RASSMATRIWAEMYE NIVE MATRICY � SIMPLEKTI�ESKIE� ESLI NE OGOWORENO
PROTIWNOE�
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QWLQ�TSQ KOMPLEKSNO SOPRQVENNYMI S ARGUMENTAMI �� I RE�ENIE ORBITALXNO USTOJ�
�IWO W LINEJNOM PRIBLIVENII� eSLI � RACIONALXNO WYRAVAETSQ �EREZ ��� � 
 �� � p�q�
p I q � CELYE� TO U POWTORENNOGO q RAZ ISHODNOGO RE�ENIQ �TOJ PARE MULXTIPLIKATOROW
BUDET SOOTWETSTWOWATX PARA EDINI�NYH MULXTIPLIKATOROW� �TO QWLQETSQ NEOBHODIMYM

��



USLOWIEM GENERACII NOWYH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO RODA� tAK KAK SRE�
DI �TIH RE�ENIJ PO�TI WSEGDA ��� ESTX ORBITALXNO USTOJ�IWYE� TO SITUACIQ POWTORQETSQ
I PROCESS PRODOLVAETSQ W PRINCIPE NEOGRANI�ENNO�

pUSTX IMEETSQ ODNOZNA�NYJ INTEGRAL F �q� p� 
 const� OTLI�NYJ OT INTEGRALA H�q� p� 

const I SISTEMA ��� INTEGRIRUEMA� sOGLASNO TEOREME ���� ESLI NA RE�ENII GRADIENTY
H � I F � NE QWLQ�TSQ LINEJNO ZAWISIMYMI� TO E�E DWA MULXTIPLIKATORA RAWNY EDI�
NICE� RAZMERNOSTX SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ RAWNA W OB�EM SLU�AE TREM �KAK
ISKL��ENIE��ETYREM� I DALXNEJ�EE WETWLENIE NEWOZMOVNO�

lINEJNAQ ZAWISIMOSTX GRADIENTOW H � I F � �KWIWALENTNA LINEJNOJ ZAWISIMOSTI �E�
TYREH DWUMERNYH WEKTOROW
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tAK KAK FUNKCII F �q� p� I H�q� p� NAHODQTSQ W INWOL�CII	
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�p�
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�q�
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�p�
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�F
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TO IZ LINEJNOJ ZAWISIMOSTI PERWOGO I WTOROGO WEKTOROW SLEDUET ZAWISIMOSTX TRETXEGO

I �ETWERTOGO WEKTOROW� tAKIM OBRAZOM� MNOVESTWA LINEJNOJ ZAWISIMOSTI GRADIENTOW
H � I F � DWUMERNY I QWLQ�TSQ SEMEJSTWAMI PERIODI�ESKIH RE�ENIJ S PAROJ OTLI�NYH

OT EDINICY MULXTIPLIKATOROW �� I ��� LEVA�IH NA EDINI�NOJ OKRUVNOSTI� nA �TIH
SEMEJSTWAH SITUACIQ TA VE� KAK W SLU�AE NEINTEGRIRUEMOJ SISTEMY I WOZMOVNA GENERA�
CIQ NOWYH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO RODA� oDNAKO NA NOWYH SEMEJSTWAH
WEKTORYH � I F � UVE NE QWLQ�TSQ LINEJNO ZAWISIMYMI� PO�TOMU WSE � MULXTIPLIKATORA
DLQ NIH RAWNY EDINICE� �TI SEMEJSTWA DWUPARAMETRI�ESKIE I QWLQ�TSQ PODMNOVEST�
WAMI RAZMERNOSTI � �ETYREHMERNOGO FAZOWOGO PROSTRANSTWA� dALXNEJ�EE WETWLENIE IH
NEWOZMOVNO�

��� pUSTX TEPERX �ISLO STEPENEJ SWOBODY RAWNO TREM I NET ODNOZNA�NYH INTEGRALOW

F �q� p� 
 const� OTLI�NYH OT INTEGRALA H�q� p� 
 const� w �TOM SLU�AE HARAKTERISTI�
�ESKIJ MNOGO�LEN P MATRICY MONODROMII IMEET WID	

P 
 �x� ����x� � a�x
� � a�x

� � a�x� ���

GDE a� I a� � WE�ESTWENNYE KO�FFICIENTY� REGULQRNO IZMENQ��IESQ PRI DWIVENII
PO SEMEJSTWU PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� kAK POKAZAL bRUK ����� RASPOLOVENIE NA KOMP�
LEKSNOJ PLOSKOSTI TRETXEGO��ESTOGO MULXTIPLIKATOROW OPREDELQETSQ PARABOLOJ a� 

a���� � � I PRQMYMI a� 
 �a� � � I a� 
 ��a� � �� KASA��IMISQ PARABOLY W TO�KAH

����� I ������� w TO�KAH PLOSKOSTI �a�� a��� LEVA�IH WY�E PARABOLY� MULXTIPLIKATORY
OBRAZU�T �ETWERKU I GENERACIQ NOWYH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO RODA

NEWOZMOVNA�
w TO�KAH� LEVA�IH NIVE PARABOLY� a� � a�

�
�� � �� MULXTIPLIKATORY OBRAZU�T DWE

PARY� KAVDOJ IZ KOTORYH SOOTWETSTWUET SWOE DWUMERNOE INWARIANTNOE PODPROSTRANST�
WO� pRI �TOM SU�ESTWENNY � SITUACII	

a� OBE PARY LEVAT NA EDINI�NOJ OKRUVNOSTI� RE�ENIE USTOJ�IWO� pRI DWIVENII
PO SEMEJSTWU PERIODI�ESKIH RE�ENIJ POWOROT KAVDOGO IZ DWUMERNYH INWARIANTNYH

��



PODPROSTRANSTW MOVET STATX KRATNYM ��� SLEDOWATELXNO WOZMOVNA GENERACIQ NOWYH
SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO RODA W �TIH PODPROSTRANSTWAH� �TO IMEET
MESTO PRI WYPOLNENII TREH USLOWIJ	 a� � �a� � �� a� � ��a� � �� a� � ��

b� ODNA PARA LEVIT NA EDINI�NOJ OKRUVNOSTI� WTORAQ� NA WE�ESTWENNOJ PRQMOJ�
RE�ENIE �POLUNEUSTOJ�IWO�� �TO IMEET MESTO PRI USLOWII �a� � �a� � ���a� � �a� �
�� � �� gENERACIQ NOWYH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO RODA WOZMOVNA NA
�USTOJ�IWOM� PODPROSTRANSTWE�

c� W OSTALXNYH TO�KAH �a�� a�� OBE PARY LEVAT NA WE�ESTWENNOJ PRQMOJ� RE�ENIE
NEUSTOJ�IWO I GENERACIQ NOWYH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO RODA NEWOZ�
MOVNA�

eSLI IMEETSQ ODNOZNA�NYJ INTEGRAL F �q� p� 
 const� OTLI�NYJ OT INTEGRALAH�q� p� 

const TO� KAK NESLOVNO POKAZATX� MNOVESTWA LINEJNOJ ZAWISIMOSTI GRADIENTOW H � I F �

DWUMERNY� QWLQ�TSQ SEMEJSTWAMI PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� IME��IMI PO KRAJNEJ ME�
RE ODNU PARU OTLI�NYH OT EDINICY MULXTIPLIKATOROW �� I ��� LEVA�IH NA EDINI�NOJ
OKRUVNOSTI�nA �TIH SEMEJSTWAH WOZMOVNA GENERACIQ NOWYH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�
�ENIJ WTOROGO RODA� KOTORYE IME�T PO DWE PARY EDINI�NYH MULXTIPLIKATOROW� nOWYE
SEMEJSTWA DWUPARAMETRI�ESKIE I QWLQ�TSQ PODMNOVESTWAMI RAZMERNOSTI � �ESTIMER�
NOGO FAZOWOGO PROSTRANSTWA� dALXNEJ�EE WETWLENIE IH WOZMOVNO W TOM SLU�AE� KOGDA
TRETXQ PARA MULXTIPLIKATOROW �� I �� LEVIT NA EDINI�NOJ OKRUVNOSTI�

��� eSLI �ISLO STEPENEJ SWOBODY BOLX�E TREH� TO IMEETSQ E�E BOLX�E WOZMOVNOSTEJ
WETWLENIQH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� pRI DWIVENII PO SEMEJSTWU PERIODI�ES�
KIH RE�ENIJ MOGUT WOZNIKATX SITUACII� KOGDA NESKOLXKO PAR MULXTIPLIKATOROW LEVAT
NA EDINI�NOJ OKRUVNOSTI� pOWOROT KAVDOGO IZ DWUMERNYH PODPROSTRANSTW� SOOTWET�
STWU��IH �TIM PARAM MULXTIPLIKATOROW� MOVET STATX KRATNYM �� I WOZMOVNA GENE�
RACIQ NOWYH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO RODA W �TIH PODPROSTRANSTWAH�

dANNAQ METODIKA NIVE PRIMENQETSQ DLQ IZU�ENIQ WETWLENIJ SEMEJSTW SIMMETRI��
NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ PLOSKOJ KRUGOWOJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL W OSNOWNOM

DLQ SISTEMY zEMLQ � lUNA�

� pLOSKAQ KRUGOWAQ OGRANI�ENNAQ ZADA�A TREH TEL

��� uRAWNENIQ DWIVENIQ WO WRA�A��EJSQ SISTEME KOORDI�
NAT

pUSTX ��� DWE MATERIALXNYE TO�KI S MASSAMI m� I m� DWIVUTSQ PO KRUGOWYM ORBITAM

WOKRUG OB�EGO CENTRA MASS S UGLOWOJ SKOROSTX� � POD DEJSTWIEM WZAIMNOGO NX�TONIAN�
SKOGO PRITQVENIQ� A TRETXE TELO PRENEBREVIMO MALOJ MASSY DWIVETSQ W PLOSKOSTI IH

DWIVENIQ� pRO�E WSEGO URAWNENIQ DWIVENIQ TRETXEGO TELA WYGLQDQT WO WRA�A��EJSQ
�SINODI�ESKOJ� SISTEME KOORDINAT W BEZRAZMERNOJ FORME ���� nA�ALO KOORDINAT NAHO�
DITSQ W BARICENTRE PRITQGIWA��IH TEL� OSX X� NAPRAWLENA OT TELA MENX�EJ MASSYm�

K TELU BOLX�EJ MASSY m�� sISTEMA WRA�AETSQ PROTIW �ASOWOJ STRELKI S UGLOWOJ SKO�
ROSTX� � W KA�ESTWE EDINICY WREMENI BERETSQ ���� EDINICY RASSTOQNIQ � RASSTOQNIE
MEVDU PRITQGIWA��IMI TELAMI� EDINICY MASSY � �M� �M��� w �TOJ SISTEME PRITQ�
GIWA��IE TELA NEPODWIVNY I IME�T KOORDINATY �m�� �� I ��m�� ��� GDE m� I m� � IH
BEZRAZMERNYE MASSY�

m� 
 M���M� �M��� m� 
 M���M� �M��� m� �m� 
 �� �����

��



nIVE �ISLENNYE PRIMERY DA�TSQ W OSNOWNOM DLQ SISTEMY zEMLQ � lUNA I ISPOLX�
ZUETSQ m� 
 �������������������� w PRIMERAH DLQ SISTEMY sOLNCE � �PITER ISPOLX�
ZUETSQ m� 
 �����������

fUNKCIQ gAMILXTONA H�x� WY�ISLQETSQ PO FORMULE
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URAWNENIQ DWIVENIQ IME�T WID

dx�
dt


 x� � x��
dx�
dt


 x� � x��

dx�
dt


 x� � m��x� �m��

r��
� m��x� �m��

r��
�

dx�
dt


 �x� � m�x�
r��

� m�x�
r��

�
�����

pERWYH INTEGRALOW� OTLI�NYH OT INTEGRALA �NERGII H�x� 
 const� NET I ZADA�A NE
INTEGRIRUETSQ W KWADRATURAH ���� iSTORI�ESKI PRINQTO INTEGRAL �NERGII ZAPISYWATX
W WIDE ��H�x� 
 C� GDE C NAZYWAETSQ KONSTANTOJ qKOBI�

uSLOWIQ PERIODI�NOSTI RE�ENIQ S PERIODOM T IME�T WID	

xk�T � 
 xk���� k 
 �� �� ���� �� �����

pREDPOLAGAQ� �TO IZWESTEN KAKOJ�LIBO SPOSOB �NAPRIMER� �ISLENNYJ METOD� INTEG�
RIROWANIQ URAWNENIJ DWIVENIQ ������ MY MOVEM RASSMATRIWATX USLOWIQ ����� KAK �
NELINEJNYH URAWNENIQ S � NEIZWESTNYMI xk���� k 
 �� �� ���� �� I T �

sISTEMA ����� DOPUSKAET INWARIANTNU� ZAMENU PEREMENNYH	

�t 
 �t� �x� 
 x�� �x� 
 �x�� �x� 
 �x�� �x� 
 x�� �����

pO�TOMU NARQDU S RE�ENIEM x�t� �TOJ SISTEMY EE RE�ENIEM BUDET �x��t�� nA PLOSKOSTI
x�x� GRAFIKI �TIH RE�ENIJ SIMMETRI�NY OTNOSITELXNO OSI x�� pRI �TOM SOHRANQETSQ

NAPRAWLENIE DWIVENIQ PO ORBITE � PRQMYM ORBITAM �NA KOTORYH DWIVENIE OSU�ESTW�
LQETSQ PROTIW �ASOWOJ STRELKI� SOOTWETSTWU�T PRQMYE ORBITY� A OBRATNYM ORBITAM

�NA KOTORYH DWIVENIE OSU�ESTWLQETSQ PO �ASOWOJ STRELKE� SOOTWETSTWU�T OBRATNYE

ORBITY�
pRI SOWPADENII RE�ENIJ x�t� I �x��t� POLU�AETSQ SIMMETRI�NOE OTNOSITELXNO

OSI x� RE�ENIE�
pRAKTI�ESKI WSE IZWESTNYE K NASTOQ�EMU MOMENTU PERIODI�ESKIE RE�ENIQ SISTEMY

����� SIMMETRI�NY OTNOSITELXNO OSI x�� �TO SWQZANO S TEM� �TO DLQ NIH SU�ESTWENNO
UPRO�A�TSQ USLOWIQ PERIODI�NOSTI ������

dEJSTWITELXNO� PUSTX W NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI t 
 � WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ

x���� 
 a�� x���� 
 �� x���� 
 �� x���� 
 v�� �����

TO ESTX ORBITA PERESEKAET OSX x� I� KAK SLEDUET IZ URAWNENIJ ������ ORTOGONALXNA OSI
x�� eSLI W KAKOJ�LIBO MOMENT WREMENI T�� ONA SNOWA PERESEKAET OSX x� I ORTOGONALXNA
EJ	

x��T��� 
 a�� x��T��� 
 �� x��T��� 
 �� x��T��� 
 v�� �����

TO� INTEGRIRUQ W OBRATNOM WREMENI OT t 
 � DO t 
 �T��� POLU�IM IZ USLOWIJ SIMMETRII
�����	

x���T��� 
 a�� x���T��� 
 �� x���T��� 
 �� x���T��� 
 v�� ������

��



sLEDOWATELXNO� KOORDINATY I IMPULXSY W MOMENTY WREMENI t 
 T�� I t 
 �T��
RAWNY MEVDU SOBOJ I RE�ENIE PERIODI�NO S PERIODOM T �

oBRATNO� ESLI RE�ENIE PERIODI�NO S PERIODOM T I W NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI

t 
 � WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ ������ TO W MOMENT WREMENI T�� WYPOLNQ�TSQ USLOWIQ ������
o�EWIDNO� �TO PERIODI�ESKIE RE�ENIQ� OPREDELQEMYE NA�ALXNYMI USLOWIQMI �a�� v��

I SOOTWETSTWU��IMI IM W MOMENT T�� NA�ALXNYMI USLOWIQMI �a�� v��� SOWPADA�T MEV�
DU SOBOJ� dLQ ISKL��ENIQ �TOJ NEODNOZNA�NOSTI MY FIKSIRUEM NA�I OBOZNA�ENIQ TAK�
�TO a� � a� DO TEH POR� POKA �TO NE PROTIWORE�IT USLOWI� GLADKOSTI �TIH PARAMETROW

PRI DWIVENII PO SEMEJSTWU PERIODI�ESKIH RE�ENIJ�
tAK KAK ZNA�ENIQ a� I v� MOGUT BYTX PROIZWOLXNYMI� TO DLQ SIMMETRI�NYH OTNO�

SITELXNO OSI x� PERIODI�ESKIH RE�ENIJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I MY IMEEM � NELINEJNYH
URAWNENIQ

x��a�� v�� T��� 
 �� x��a�� v�� T��� 
 �� �����

S � NEIZWESTNYMI a�� v� I T � zNA�ENIQ x���� I x���� WSEGDA BERUTSQ NULEWYMI�
pOKAVEM� �TO MOVNO PONIZITX PORQDOK �TOJ SISTEMY I SWESTI ZADA�U NAHOVDENIQ

SIMMETRI�NYH OTNOSITELXNO OSI x� PERIODI�ESKIH RE�ENIJ K ZADA�E RE�ENIQ ODNOGO
NELINEJNOGO URAWNENIQ S DWUMQ NEIZWESTNYMI ����

dEJSTWITELXNO� SISTEMA DWUH NELINEJNYH URAWNENIJ S TREMQ NEIZWESTNYMI W OB�EM
SLU�AE W KA�ESTWE MNOVESTWA RE�ENIJ IMEET MNOVESTWO KRIWYH TREHMERNOGO PROSTRAN�
STWA a�� v�� T � WOZMOVNO PERESEKA��IHSQ W TO�KAH BIFURKACII� pUSTX NAM IZWESTNO

KAKOE�LIBO RE�ENIE a��� v
�
�� T

� �TOJ SISTEMY� mY MOVEM OPREDELITX GEOMETRI�ESKIE HA�
RAKTERISTIKI l�� l�� l�� l� SOOTWETSTWU��EJ �TOMU RE�ENI� ORBITY ZA POLUINTERWAL

WREMENI t � �� t � T���
zDESX OBOZNA�ENO	
l� � �ISLO PERESE�ENIJ ORBITOJ OSI x��
l� I l� � �ISLO �KSTREMUMOW RASSTOQNIJ R� I R� DO PRITQGIWA��IH TEL�
l� � �ISLO OBRA�ENIJ W NOLX IMPULXSA x��
kAK POKAZANO W PUBLIKACII AWTORA ���� �TI �ISLA MOGUT IMETX RAZNYE ZNA�ENIQ DLQ

ORBIT ODNOGO SEMEJSTWA� sU�ESTWENNO TO� �TO IZMENENIQ KAVDOGO IZ NIH PROISHODQT W
RAZNYH� DOSTATO�NO UDALENNYH DRUG OT DRUGA TO�KAH SEMEJSTWA� mY MOVEM ZAMENITX

USLOWIE WYHODA IZ PROGRAMMY INTEGRIROWANIQ t 
 T�� NA USLOWIE t 
 T y� GDE T y �
MOMENT l��GO PERESE�ENIQ OSI x�� w REZULXTATE NAM STANOWITSQ IZWESTNOJ DLITELXNOSTX

PERIODA T � T 
 �T y� I AWTOMATI�ESKI UDOWLETWORQETSQ PERWOE URAWNENIE SISTEMY ������
dLQ NAHOVDENIQ SIMMETRI�NOGO OTNOSITELXNO OSI Y PERIODI�ESKOGO RE�ENIQ DOSTATO��
NO RE�ITX ODNO NELINEJNOE URAWNENIE	

Vx�a�� v�� T
y� 
 �� �����

S DWUMQ NEIZWESTNYMI a� I v��
eSLI �ISLO l� MENQETSQ PRI PRODOLVENII SEMEJSTWA� TO MY MOVEM WZQTX W KA�ESTWE

USLOWIQ WYHODA IZ PROGRAMMY INTEGRIROWANIQ USLOWIE t 
 T i� GDE T i � MOMENT l��GO
OBRA�ENIQ W NOLX IMPULXSA x��

oTMETIM� �TO MNOVESTWO ORBIT� WKL��AEMYH W ODNO SEMEJSTWO PERIODI�ESKIH RE�E�
NIJ� ZAWISIT OT METODA PRODOLVENIQ PO PARAMETRU� tAK� NAPRIMER� bRUK ���� ISPOLX�
ZUET REGULQRIZACI� URAWNENIJ DWIVENIQ I PRODOLVAET SEMEJSTWO ZA ORBITY SOUDARE�
NIQ� pRI TAKOM PODHODE W ODNO SEMEJSTWO WKL��A�TSQ ORBITY S RAZNYM �ISLOM OBLETOW

��



PRITQGIWA��IH TEL� eSLI NE ISPOLXZOWATX REGULQRIZACI� A TREBOWATX SOHRANENIQ �AS�
TI GEOMETRI�ESKIH HARAKTERISTIK ORBITY ZA INTERWAL WREMENI ��� T���� TO SEMEJSTWA
PRODOLVA�TSQ BEZ IZMENENIQ �ISLA OBLETOW PRITQGIWA��IH TEL� NO S SU�ESTWENNYMI
IZMENENIQMI ��� HARAKTERISTIK l��l��l��l��

pUSTX w � WEKTOR SOSTOQNIJ W INERCIALXNOJ �SIDERI�ESKOJ� SISTEME KOORDINAT�
w� I w� � KOORDINATY� w� I w� � SKOROSTI� nESLOVNO POKAZATX� �TO PRI WYPOLNENII W
NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI t 
 � USLOWIJ ����� DLQ �TIH PEREMENNYH BUDUT WYPOLNQTXSQ
USLOWIQ

w���� 
 a� �m�� w���� 
 �� w���� 
 �� w���� 
 v� �m�� ������

TO ESTX W SIDERI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT W NA�ALXNYJ MOMENT ORBITA PERESEKAET LI�
NI�� SOEDINQ��U� PRITQGIWA��IE TELA� I ORTOGONALXNA EJ TAK KAK m� MALO� TO KO�
ORDINATA x� MALO OTLI�AETSQ OT w� A IMPULXS v� MALO OTLI�AETSQ OT SKOROSTI w��
sLEDOWATELXNO� GRAFIKI ZAWISIMOSTEJ v� OT a�� ODNOZNA�NO OPREDELQ��IE SEMEJSTWA
SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ SISTEMY ������ WIZUALXNO SOWPADA�T S GRAFIKA�
MI ZAWISIMOSTEJ SKOROSTI w� OT w� I OTLI�A�TSQ OT NIH TOLXKO MALYM SDWIGOM NA�ALA

KOORDINAT�

��� zADA�A DWUH TEL WO WRA�A��EJSQ SISTEME KOORDINAT�

pUSTX WTOROE PRITQGIWA��EE TELO OTSUTSTWUET� w �TOM SLU�AE m� 
 � I

H 

�

�
�x�
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� x�

�
� � x�x� � x�x� � �

r
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q
x�� � x��� �����

A URAWNENIQ DWIVENIQ PRINIMA�T WID

dx�
dt


 x� � x��
dx�
dt


 �x� � x��
dx�
dt


 x� � x�
r�
�

dx�
dt


 �x� � x�
r�
� �����

w INERCIALXNOJ �SIDERI�ESKOJ� SISTEME KOORDINAT PERIODI�ESKIMI RE�ENIQMI NE�
WOZMU�ENNOJ ZADA�I QWLQ�TSQ WSE �LLIPTI�ESKIE ORBITY WOKRUG zEMLI� W TOM �ISLE

KRUGOWYE ORBITY I RE�ENIQ�OTREZKI� W KOTORYE WYROVDA�TSQ �LLIPTI�ESKIE ORBITY
PRI �KSCENTRISITETE RAWNOM SOOTWETSTWENNO NUL� ILI EDINICE�

wO WRA�A��EJSQ� SINODI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT PERIODI�ESKIMI RE�ENIQMI �TOJ
ZADA�I BUDUT KRUGOWYE ORBITY WOKRUG zEMLI I OBpAZY �LLIPTI�ESKIH ORBIT S TAKIMI

PERIODAMI� �TO ZA CELOE �ISLO MESQCEW n� MALOE TELO SOWER�AET CELOE �ISLO n� OBOROTOW
WOKRUG zEMLI�rACIONALXNOE �ISLO N� N 
 n��n�� NAZYWAETSQ SOIZMERIMOSTX�
ORBITY�

pRINQTO� WSLED ZA pUANKARE� ORBITY� POLU�AEMYE IZ KRUGOWYH ORBIT NEWOZMU�ENOJ
ZADA�I� NAZYWATX PERIODI�ESKIMI RE�ENIQMI PERWOGO SORTA� A OBpAZY �LLIPTI�ESKIH

ORBIT PROIZWOLXNOJ SOIZMERIMOSTI � PERIODI�ESKIMI RE�ENIQMI WTOROGO SORTA� nIVE
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nA RISUNKE � DANA ZAWISIMOSTX PARAMETRA s OT KONSTANTY qKOBI C DLQ �TOGO SE�
MEJSTWA KRUGOWYH ORBIT NEWOZMU�ENNOJ ZADA�I� PRQMYH KAK W SIDERI�ESKOJ� TAK I W
SINODI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT� iZ FORMULY ������ DLQ MATRICY MONODROMII S IMEEM

s 
 cos�� TO ESTX jsj � �� nA RISUNKE �� DANA ZAWISIMOSTX OT KONSTANTY qKOBI UGLA �
POWOROTA ZA PERIOD� eSLI W OB�EM SLU�AE FORMULA ������ RAZDELA � DAET �TOT UGOL � PO
MODUL� �� �ILI ��� GRADUSOW�� TO ZDESX MY POLU�AEM TO�NOE ZNA�ENIE �TOGO UGLA�

kAK I WY�E� WYDELIM IZ MNOVESTWA WSEH PRQMYH KRUGOWYH ORBIT PODMNOVESTWO S�
ORBIT S TAKIMI PERIODAMI� �TO ZA CELOE �ISLO MESQCEW n� MALOE TELO SOWER�AET CELOE
�ISLO n� OBOROTOW WOKRUG zEMLI� rACIONALXNOE �ISLO N� N 
 n��n�� NAZYWAEMOE SOIZME�
RIMOSTX� ORBITY� ODNOZNA�NO OPREDELQET RADIUS rN ORBITY� rN 
 ��N���� iZ FORMULY
������ SLEDUET� �TO SOIZMERIMOSTQM N 
 �n � ���n� n 
 �� �� �� � � SOOTWETSTWU�T UGLY
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 ��� NO NE PERESEKAET IH� sMENY USTOJ�IWOSTI NE PROISHODIT�

dLQ PROIZWOLXNOGO N FORMULA ������ DAET � 
 ���q��q � p� I POLU�AEM REZONANS

�	�q�p�� tAKIM OBRAZOM� SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� KOTORYM W INERCIALXNOJ

SISTEME KOORDINAT SOOTWETSTWU�T �LLIPTI�ESKIE ORBITY� QWLQ�TSQ SEMEJSTWAMI PERI�
ODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO RODA DLQ PORODIW�EGO IH SEMEJSTWA KRUGOWYH ORBIT�

w NEWOZMU�ENNOJ ZADA�E L�BOE PERIODI�ESKOE RE�ENIE OSTAETSQ PERIODI�ESKIM POS�
LE POWOROTA NA L�BOJ UGOL WOKRUG NA�ALA KOORDINAT� nAM WAVNY SWOJSTWA SIMMETRI��
NYH OTNOSITELXNO OSI x� PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� NA�ALXNYE ZNA�ENIQ DLQ KOTORYH
UDOWLETWORQ�T URAWNENIQM ������
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nA RISUNKAH ��� I ��� PREDSTAWLENY OBRAZCY TAKIH ORBIT SOIZMERIMOSTI ��� WO WRA�
�A��EJSQ SISTEME KOORDINAT� oRBITY ��n� � n�� 
 � RAZ ZA PERIOD PERESEKA�T OSX x�
� W TO�KAH a� I a� I DWAVDY W TO�KAH w� I w�� zA POLUPERIOD IMEEM � PERESE�ENIQ �
NE�ETNOE �ISLO� pO�TOMU NA �TIH RISUNKAH a� I a� IME�T RAZNYE ZNAKI� nA RISUNKE ���
IM SOOTWETSTWU�T PERIGEI ORBIT� pRI UWELI�ENII a� TRI TO�KI PERESE�ENIQ ORBITOJ
POLUOSI x� � � SBLIVA�TSQ I� PRI �KSCENTRISITETE RAWNOM NUL�� SOWPADA�T � �LLIP�
TI�ESKAQ ORBITA SHLOPYWAETSQ W KRUGOWU� S SINODI�ESKIM PERIODOM W � RAZA MENX�IM�
pRI DALXNEJ�EM UWELI�ENII a� �RISUNOK ���� a� I a� SOOTWETSTWU�T APOGEQM ORBIT�
oRBITY� U KOTORYH a� SOOTWETSTWUET APOGE�� MY NAZYWAEM OSNOWNYMI� A OR�
BITY� U KOTORYH a� SOOTWETSTWUET PERIGE�� � DOPOLNITELXNYMI ORBITAMI�
tAKIM OBRAZOM� PRI IZMENENII a� OT NULQ DO MAKSIMALXNOGO ZNA�ENIQ �RAWNOGO �a� MY
POLU�AEM WSE ORBITY SOIZMERIMOSTI ���� SNA�ALA DOPOLNITELXNYE� ZATEM KRUGOWYE I

ZATEM OSNOWNYE�
nESKOLXKO DRUGU� STRUKTURU IMEET SEMEJSTWO SIMMETRI�NYH OTNOSITELXNO OSI x�

PERIODI�ESKIH RE�ENIJ SOIZMERIMOSTI ���� PREDSTAWLENNYH NA RISUNKAH ��� I ���� oR�
BITY ��n��n�� 
 � RAZA ZA PERIOD PERESEKA�T OSX x� � W TO�KAH a� I a� I DWAVDY W TO�KE

w�� zA POLUPERIOD IMEEM � PERESE�ENIQ � �ETNOE �ISLO�pO�TOMU NA �TIH RISUNKAH a� I a�
IME�T ODINAKOWYE ZNAKI� u OSNOWNYH ORBIT �RISUNOK ���� a� SOOTWETSTWU�T APOGEQM OR�
BIT I a� � PERIGEQM ORBIT� pRI UMENX�ENII MODyLQ a� TO�KI �a�� �� I �a�� �� SBLIVA�TSQ
I� PRI �KSCENTRISITETE RAWNOM NUL�� SOWPADA�T � �LLIPTI�ESKAQ ORBITA SHLOPYWAETSQ
W KRUGOWU� S PERIODOM W � RAZA MENX�IM� eSLI PRENEBRE�X NA�IM SOGLA�ENIEM a� � a�
I PRODOLVATX UMENX�ATX a�� TO NOWYH ORBIT NE WOZNIKNET � BUDUT POWTORQTXSQ TE VE
ORBITY� TOLXKO a� I a� POMENQ�TSQ MESTAMI� iZ FIZI�ESKIH SOOBRAVENIJ MY WYNUV�
DENY PRIZNATX� �TO W �TOM SLU�AE PRODOLVENIE SEMEJSTWA PO PARAMETRU a� ILI a� ZA
KRUGOWU� ORBITU NEWOZMOVNO�

nA RISUNKE ��� PREDSTAWLENY DOPOLNITELXNYE ORBITY SOIZMERIMOSTI ���� u NIH a�
SOOTWETSTWUET APOGE�� a� � PERIGE� ORBITY� pRI UMENX�ENII a� OBE TO�KI PERESE�ENIQ
ORBITOJ POLUOSI x� � � SBLIVA�TSQ I� PRI �KSCENTRISITETE RAWNOM NUL�� SOWPADA�T
� DOPOLNITELXNNYE �LLIPTI�ESKIE ORBITY SHLOPYWA�TSQ W KRUGOWU� ORBITU� HA PLOS�
KOSTI PARAMETROW �a�� v�� ILI �a�� v�� SEMEJSTWO PERIODI�ESKIH RE�ENIJ SOIZMERIMOSTI
��� PpEDSTAWLQETSQ DWyMQ NESWQZNYMI KpIWYMI� SOOTWETSTWU��IMI OSNOWNYM I DOPOL�
NITELXNNYM ORBITAM�

w TO VE WREMQ NESLOVNO ZAMETITX� �TO ESLI OTKAZATXSQ OT ZADANIQ RE�ENIQ W TO��
KAH �a�� v�� ILI �a�� v�� I ZADAWATX EGO KAK NESIMMETRI�NOE W TO�KE w�� TO NESWQZNOSTX
PROPADAET� pRI DWIVENII PO SEMEJSTWU W TO�KE PEREHODA OT OSNOWNYH ORBIT K DOPOLNI�
TELXNYM WSE � FAZOWYE KOORDINATY NEPRERYWNY� NO PROIZWODNYE OT NIH TERPQT RAZRYW�

aNALOGI�NAQ SITUACIQ WOZNIKAET PRI L�BYH SOIZMERIMOSTQH N�N 
 n��n�� zA WRE�
MQ� RAWNOE POLOWINE PERIODA� ORBITA S MALYM �KSCENTRISITETOM� NA�INA��AQSQ W TO�KE
�a�� ��� PERESE�ET OSX x� n�� n� 
 n� � n�� RAZ� WKL��AQ I KONE�NU� TO�KU �a�� ��� eSLI
n� NE�ETNOE� TO a� I a� IME�T RAZNYE ZNAKI� PpI n� �ETNOM � ODINAKOWYE�

pONQTIE SOIZMERIMOSTI SEMEJSTWA ORBIT I OBUSLOWLENNYE E� SWOJSTWA SEMEJSTWA

SOHRANQ�TSQ DLQ PROSTEJ�IH ORBIT SLABOWOZMU�ENNOJ ZADA�I� k SOVALENI� NAIBO�
LEE INTERESNYE SEMEJSTWA �TOJ ZADA�I� W TOM �ISLE I POLU�AEMYE IZ PROSTEJ�IH KAK

PERIODI�ESKIE RE�ENIQ WTOROGO RODA� NE OPISYWA�TSQ TAKIM PROSTYM PONQTIEM� KAK
SOIZMERIMOSTX�
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dLQ SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL WYKLADKI

RAZDELA ��� SU�ESTWENNO UPRO�A�TSQ� ESLI NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI SOOTWETSTWUET
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DAET W FAZOWOM PROSTRANSTWE NAPRAWLENIE KASATELXNOJ K EDINSTWENNOMU SEMEJSTWU PE�
RIODI�ESKIH RE�ENIJ� PROHODQ�EMU �EREZ OPORNOE RE�ENIE ����� I IME��EMU PERIOD�
BLIZKIJ K T � iZ FORMULY ������ WIDNO� �TO WEKTOR b� IMEET NULEWYE PROEKCII NA OSI
x� I x� I NOWYE PERIODI�ESKIE RE�ENIQ SIMMETRI�NY OTNOSITELXNO OSI x�� sLEDO�
WATELXNO� ESLI HOTQ BY ODIN IZ MINOROW d�� d� NE RAWEN NUL�� TO PRODOLVENIE
SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL DAET
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sLEDOWATELXNO NOWYE RE�ENIQ TAKVE SIMMETRI�NY OTNOSITELXNO OSI x�� iTAK�
PRI OTSUTSTWII REZONANSA ��� PERIODI�ESKIE RE�ENIQ WTOROGO RODA� POROV�
DAEMYE SIMMETRI�NYMI PERIODI�ESKIMI RE�ENIQMI OGRANI�ENNOJ ZADA�I

TREH TEL� QWLQ�TSQ SIMMETRI�NYMI PERIODI�ESKIMI RE�ENIQMI� uDIWITELX�
NYM QWLQETSQ TOT FAKT� �TO DLQ OPREDELENIQ NAPRAWLENIQ PRODOLVENIQ NOWOGO
SEMEJSTWA �WEKTOR v�� NE TREBUETSQ WY�ISLENIE MATRICY MONODROMII�

��



oTDELXNO NADO RASSMOTRETX SLU�AJ s 
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iSKL��AQ TRETIJ SLU�AJ� WOZNIKA��IJ PRI �ETNOM q� KAK I W OB�EM SLU�AE POLU�A�
EM� �TO R I PODOBNAQ EJN IME�T PO DWA �LEMENTARNYH DELITELQ ������ I ������ I PO
ODNOMU SOBSTWENNOMU WEKTORU� SOOTWETSTWU��IH MULXTIPLIKATORAM � 
 � I � 
 ��� w
SLU�AE MATRICY R� WEKTOR a�� DAET W FAZOWOM PROSTRANSTWE NAPRAWLENIE KASATELXNOJ

K SEMEJSTWU PERIODI�ESKIH RE�ENIJ S UDWOENNYM PERIODOM� tAK KAK WEKTOR a� IMEET
NULEWYE PROEKCII NA OSI x� I x�� TO POLU�AEM SIMMETRI�NYE PERIODI�ESKIE RE�ENIQ�

w SLU�AE MATRICY R� WEKTOR b� IMEET NENULEWYE PROEKCII NA OSI x� I x�� MOVET
POKAZATXSQ� �TO POROVDAEMYE PERIODI�ESKIE RE�ENIQ NESIMMETRI�NY� oDNAKO �TO NE
TAK�

wY�E BYLO POKAZANO �FORMULA �������� �TO PRI �ETNOM q �q 
 �q� I p � NE�ETNOE� ZA
WREMQ q�T POLU�AEM POWOROT NA � �PO MODUL� ���� dLQ SIMMETRI�NOGO PERIODI�ESKOGO
RE�ENIQ PRI WYPOLNENII USLOWIQ ����� W NA�ALXNYJ MOMENT WREMENI POLU�AEM� �TO W
MOMENT WREMENI q�T�� 
 qT�� WYPOLNQETSQ USLOWIE ������ TO ESTX MY NAHODIMSQ WO WTO�
ROJ TO�KE PERESE�ENIQ OSI x� POD PRQMYM UGLOM� iZ SOOBRAVENIJ SIMMETRII QSNO� �TO
ZA WREMQ qT�� 
 q�T�� POLU�AETSQ POWOROT NA ��� �PO MODUL� ��� INWARIANTNOGO POD�
PROSTRANSTWA� NATQNUTOGO NA WEKTORY v� I v�� pO�TOMU MATRICA R� WY�ISLENNAQ W �TOJ
TO�KE IMEET WID R�� A NE R� I� SLEDOWATELXNO� WEKTOR a� IMEET NULEWYE PROEKCII NA OSI
x� I x� I NOWYE PERIODI�ESKIE RE�ENIQ S UDWOENNYM PERIODOM SIMMETRI�NY�

�TOT PEREHOD POLEZEN PRI L�BOM �ETNOM q� wY�E OTME�ALOSX� �TO DLQ TAKIH q NA�
PRAWLENIE WEKTORA v� POZWOLQET POSTROITX TOLXKO ODNU WETWX SEMEJSTWA q � KRATNYH
PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� eSLI WTORU� WETWX STROITX PO NAPRAWLENI� WEKTORA v�� TO
�KAK I PRI q 
 ��� MOVET POKAZATXSQ� �TO POROVDAEMYE PERIODI�ESKIE RE�ENIQ NE�
SIMMETRI�NY� pO�TOMU NADO PEREJTI WO WTORU� TO�KU PERESE�ENIQ OSI x� POD PRQMYM
UGLOM� PERES�ITATX MATRICU R DLQ �TOJ TO�KI I STROITX WTORU� WETWX SEMEJSTWA q �
KRATNYH SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ PO NOWOMU NAPRAWLENI� WEKTORA v��

w� eSLI d� 
 � TO n�� 
 � I MATRICA N PRIOBRETAET WID	
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GDE W SILU SIMPLEKTI�NOSTI MATRICY N

�n�� 
 n��n��� n��n�� 
 �� n��n�� 
 �� ������

eSLI d� �
 �� TO RANG MATRICY N � RAWEN � I MATRICA N IMEET ODIN �LEMENTAR�
NYJ DELITELX �� � ��� I IMEET ODIN SOBSTWENNYJ WEKTOR a�� mATRICA MONODROMII W

VORDANOWOJ FORME SOSTOIT IZ ODNOJ KLETKI ��GO PORQDKA� fORMULA ������ SOHRANQETSQ

��



b� 
 d�a� � d�a� 
 d�a�� sLEDOWATELXNO� NA �TOM RE�ENII PROISHODIT SMENA USTOJ�I�
WOSTI ORBIT� RE�ENIQ OSTA�TSQ SIMMETRI�NYMI�

������ pUSTX RANG MATRICY N � RAWEN �� TO ESTX d� 
 d� 
 �� NO SREDI �LEMENTOW
WTOROJ ILI TRETXEJ STROKI MATRICY N � ESTX OTLI�NYE OT NULQ� w �TOM SLU�AE IZ

RAWENSTWA d� 
 ��n�� 
 � SLEDUET� �TO DLQ MATRICY N WOZMOVNY DWA WARIANTA	
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wO WTOROM SLU�AE ZAMENA PEREMENNYH z 
 Bu S MATRICEJ B PEREWODIT MATRICU N W

MATRICU R�
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PRI�EM r�� 
 n���
kAK I W OB�EM SLU�AE MATRICA MONODROMII R SOSTOIT IZ DWUH KLETOK ��GO PORQDKA �

ODNA NA PERESE�ENII PERWOGO I TRETXEGO STOLBCOW S PERWOJ I TRETXEJ STROKAMI� WTORAQ �
NA PERESE�ENII WTOROGO I �ETWERTOGO STOLBCOW SO WTOROJ I �ETWERTOJ STROKAMI�pO�TOMU
R I PODOBNAQ EJ N IME�T PO DWA �LEMENTARNYH DELITELQ �� � ��� I �� � ��� I PO DWA
SOBSTWENNYH WEKTORA� SOOTWETSTWU��IH MULXTIPLIKATORU z 
 ��

dLQ WSEH IZU�ENNYH NAMI SEMEJSTW IMEL MESTO WTOROJ SLU�AJ I MATRICA R PRIWO�
DILASX K WIDU ������� uRAWNENIQ ����� PRINIMA�T WID

r�� � u� � vdT 
 �� r�� � u� 
 �� ������

oB�EE RE�ENIE �TOJ SISTEMY PREDSTAWIMO W WIDE

u� 
 z� 
 S�� u� 
 �� u� 
 S�� u� 
 S�� dT 
 �r��S��v� ������

GDE c�� c� I c� � PROIZWOLXNYE POSTOQNNYE�
s U�ETOM ZAME�ANIQ ������ WEKTOR b�� b� 
 ��� �� S�� ��T � DAET W FAZOWOM PROSTRANSTWE

NAPRAWLENIE KASATELXNOJ K EDINSTWENNOMU SEMEJSTWU PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� PROHO�
DQ�EMU �EREZ RE�ENIE ������ I IME��EMU PERIOD� IZMENENIE KOTOROGO PRI DWIVENII

PO SEMEJSTWU DAETSQ FORMULOJ ������	 dT 
 �r��S��v� iZ OPREDELENIQ MATRICY B WID�
NO� �TO PROEKCIQ �TOGO WEKTORA NA GRADIENT FUNKCII gAMILXTONA H OTLI�EN OT NULQ�
pOROVDAEMYE PRI �TOM PERIODI�ESKIE RE�ENIQ SIMMETRI�NY�

wEKTOR b�� b� 
 ��� �� �� S��
T � DAET W FAZOWOM PROSTRANSTWE NAPRAWLENIE KASATELX�

NOJ KO WTOROMU SEMEJSTWU PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� PROHODQ�EMU �EREZ RE�ENIE ������ I
IME��EMU PERIOD� DLQ KOTOROGO dT 
 �� pROEKCIQ �TOGO WEKTORA NA GRADIENT FUNKCII
gAMILXTONA H TAKVE RAWNA NUL�� pOROVDAEMOE PRI �TOM PERIODI�ESKOE RE�E�
NIE NESIMMETRI�NO�

kAVDOMU SEMEJSTWU N NESIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ x�t� SOOTWETSTWUET
SEMEJSTWO N � NESIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ �x��t�� POLU�A��IHSQ IZ RE�E�
NIJ SEMEJSTWA N POWOROTOM NA ��� GRADUSOW WOKRUG OSI x� S POMO�X� PREOBRAZOWANIQ

��



������ zNA�ENIQ PARAMETRA s� DLITELXNOSTI PERIODA I KONSTANTY qKOBI DLQ TO�EK �TIH

SEMEJSTW SOWPADA�T�
iSKL��ENIEM QWLQETSQ TOLXKO OPISANNYJ WY�E SLU�AJ POROVDENIQ NESIMMETRI��

NOGO PERIODI�ESKOGO RE�ENIQ SIMMETRI�NYM� w �TOM SLU�AE SEMEJSTWO RE�ENIJ �x��t�
OKAZYWAETSQ PRODOLVENIEM SEMEJSTWA x�t� I MOVNO RASSMATRIWATX DWE WETWI ODNOGO

SEMEJSTWA�

��� pRIMERY WETWLENIQ SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ

nIVE RASSMATRIWA�TSQ PRIMERY POSTROENIQ SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO

RODA� oSNOWNOE WNIMANIE UDELQETSQ SEMEJSTWAM NESIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�E�
NIJ� A TAKVE REZONANSAM ������

����� sEMEJSTWO ORBIT WOKRUG TO�KI LIBRACII L�

pROSTEJ�IM IZ SEMEJSTW SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� DLQ KOTOROGO IMEET
MESTO REZONANS �	�� QWLQETSQ SEMEJSTWO ORBIT WOKRUG TO�KI LIBRACII L�� nA RISUNKE �
DANY �W SINODI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT� OBRAZCY SIMMETRI�NYH ORBIT WOKRUG TO�KI

L��
wBLIZI WSEH TREH KOLLINEARNYH TO�EK LIBRACII ORBITY WOKRUG �TIH TO�EK NEUSTOJ�

�IWY� �TO WIDNO I IZ RISUNKA �� NA KOTOROM DANA ZAWISIMOSTX PARAMETRA s OT KON�
STANTY qKOBI DLQ SEMEJSTWA ORBIT WOKRUG L�� oDNAKO� KAK WIDNO IZ �TOGO VE RISUNKA�
PRI UBYWANII KONSTANTY qKOBI PARAMETR s TAK VE UBYWAET� STANOWITSQ MENX�E �� I
POSLEDU��IE ORBITY USTOJ�IWY�

iZ TO�KI SMENY USTOJ�IWOSTI POSTROENO SEMEJSTWO NESIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH

ORBIT� kAK WIDNO IZ RISUNKA �� U �TOGO SEMEJSTWA PARAMETR s PO MODUL� WEZDE MENX�E

�� TO ESTX WSE ORBITY �TOGO SEMEJSTWA USTOJ�IWY�
nA RISUNKE � DANY OBRAZCY NESIMMETRI�NYH ORBIT �WOKRUG� TO�KI LIBRACII L��

wIDNO� �TO ODNA WETWX SEMEJSTWA ZAKAN�IWAETSQ NA KOROTKOPERIODI�ESKIH ORBITAH WO�
KRUG TREUGOLXNOJ TO�KI LIBRACII L�� A SIMMETRI�NAQ EJ WTORAQ WETWX � NA KOROTKO�
PERIODI�ESKIH ORBITAH WOKRUG TREUGOLXNOJ TO�KI LIBRACII L�� �TI SEMEJSTWA BYLI
POLU�ENY RANEE OBRATNYM DWIVENIEM IZ TO�EK LIBRACII L� I L��

iZ RISUNKA � WIDNO� �TO U SEMEJSTWA NESIMMETRI�NYH ORBIT NA KAVDOJ WETWI PARA�
METR s PRINIMAET� W �ASTNOSTI� ZNA�ENIQ ���� �DWAVDY�� � I ���� pO�TOMU NESLOVNO PO�
STROITX SEMEJSTWA TREH� �ETYREH I �ESTIKRATNYH ORBIT� pRIMERY TREHKRATNYH ORBIT

DANY NA RISUNKE �� dWA SEMEJSTWA TREHKRATNYH ORBIT I NA�INA�TSQ I ZAKAN�IWA�TSQ
NA DWUH WETWQH SEMEJSTWA NESIMMETRI�NYH ORBIT �WOKRUG� TO�KI LIBRACII L��

u NESIMMETRI�NYH ORBIT OTKLONENIE DLITELXNOSTI PERIODA OT EDINI�NOGO ZNA�E�
NIQ BYWAET BOLX�E� �EM U SIMMETRI�NYH� sLEDOWATELXNO� U �TIH ORBIT INTENSIWNEE

�WOL�CIQ W INERCIALXNOJ� SINODI�ESKOJ SISTEME KOORDINAT� oBRAZEC �WOL�CII ZA � GOD
DAN NA RISUNKE ��

dLQ ZADA� PROEKTIROWANIQ SILXNO�WOL�CIONIRU��IH ORBIT OSOBENNO SU�ESTWENNA

USTOJ�IWOSTX ORBIT �TOGO SEMEJSTWA�
aNALOGI�NYE RASS�ETY PROWEDENY I DLQ SISTEMY sOLNCE ��PITER �m� 
 ������������

nA RISUNKE �� DANA ZAWISIMOSTX PARAMETRA s OT KONSTANTY qKOBI DLQ SEMEJSTW SIM�
METRI�NYH I NESIMMETRI�NYH ORBIT WOKRUG TO�KI LIBRACII L� PRI �TOM ZNA�ENII m��

��



tAK KAK GRAFIK DLQ NESIMMETRI�NYH ORBIT PROHODIT WY�E s 
 ����� TO MINIMALXNAQ
KRATNOSTX RE�ENIJ WTOROGO RODA ���

����� sEMEJSTWO PERIODI�ESKIH ORBIT �
�s

dLQ PRILOVENIJ NAIBOLEE INTERESNYMI QWLQ�TSQ SEMEJSTWA PRQMYH SIMMETRI�NYH

PERIODI�ESKIH ORBIT SOIZMERIMOSTI ���� kAK POKAZANO W PUBLIKACII AWTORA ���� TAKIH
SEMEJSTW DWA� oDNO IZ NIH� OBOZNA�AEMOE DALEE ���s� WOZNIKAET IZ SEMEJSTWA KRUGOWYH
ORBIT ZADA�I DWUH TEL� OPISANNOGO W PODPUNKTE ���� nA RISUNKAH ���� I ���� DANY OBRAZ�
CY ORBIT �TOGO SEMEJSTWA� oKAZYWAETSQ� �TO PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH KONSTANTY qKOBI

�MALYH RADIUSAH� FORMA ORBIT BLIZKA K KRUGOWOJ� pRI MALYH ZNA�ENIQH KONSTANTY
qKOBI ORBITY POHOVI NA DOPOLNITELXNYE ORBITY SOIZMERIMOSTI ��� S PRAKTI�ESKI

NEIZMENNYM PERIODOM� nA RISUNKAH �� I �� DANY GRAFIKI ZAWISIMOSTI PARAMETRA s
I UGLA POWOROTA � OT KONSTANTY qKOBI� pARAMETRY PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� KOTORYM
SOOTWETSTWU�T REZONANSY ����� DANY W TABLICE �� w KA�ESTWE EDINICY DLITELXNOSTI

PERIODA KAK I U bR�NO ��� WZQTA DLITELXNOSTX ODNOGO OBOROTA SISTEMY KOORDINAT�
aNALOGI�NYE RASS�ETY PROWEDENY I DLQ SISTEMY sOLNCE � �PITER� sOOTWETSTWU��

�IE GRAFIKI WYWEDENY PUNKTIROM� PARAMETRY PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� KOTORYM SOOT�
WETSTWU�T REZONANSY ����� DANY W TABLICE �� w TABLICAH MY OGRANI�ILISX REZONANSAMI
���� TOLXKO RADI �KONOMII BUMAGI� iSPOLXZUEMAQ PROGRAMMA RASS�ITYWAET REZONANSY
DO ���GO�

dLQ POSTROENIQ NA�ALXNYH TO�EK SEMEJSTW SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ

NUVNYH SOIZMERIMOSTEJ OBY�NO ISPOLXZU�T W KA�ESTWE POROVDA�IH RE�ENIJ RE�ENIQ

NEWOZMU�ENNOJ ZADA�I� A W KA�ESTWE METODA � METOD PRODOLVENIQ PO MASSOWOMU PARA�
METRU m��

�TI VE RE�ENIQ MOVNO RASSMATRIWATX KAK PERIODI�ESKIE RE�ENIQ WTOROGO RODA�
POROVDAEMYE SOOTWETSTWU��IM SEMEJSTWOM PERIODI�ESKIH ORBIT ���s� I DLQ PRODOL�
VENIQ ISPOLXZOWATX OPISANNYJ WY�E METOD� nA�ALXNYE TO�KI SEMEJSTW DA�TSQ W TAB�
LICAH TIPA TABLIC � I ��

w RAJONE REZONANSA �	� TEORIQ PREDSKAZYWAET ZONU NEUSTOJ�IWOSTI� S TRUDOM RAZ�
LI�IMU� NA RISUNKAH �� I ��� w UWELI�ENNOM WIDE �TA ZONA NEUSTOJ�IWOSTI DANA NA

RISUNKAH ���� I ����� wIDNO� �TO RAZMER ZONY UMENX�AETSQ S UBYWANIEM MASSOWOGO PA�
RAMETRU m�� iZ RISUNKA � WIDNO� �TO PRI m� 
 � ZONA NEUSTOJ�IWOSTI PROPADAET�

wS�DU PARAMETR s MENX�E �� PO�TOMU REZONANSA �	� NET I NESIMMETRI�NYE RE�ENIQ
NE POROVDA�TSQ�

����� sEMEJSTWO PERIODI�ESKIH ORBIT �
�n

wTOROE SEMEJSTWO PRQMYH SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH ORBIT SOIZMERIMOSTI ��� PO�
LU�ENO PUTEM WOZMU�ENIQ ORBIT WOKRUG KOLLINEARNOJ TO�KI LIBRACII L�� RASPOLOVEN�
NOJ MEVDU PRITQGIWA��IMI TELAMI� pODROBNO �TO SEMEJSTWO OPISANO W PUBLIKACII
AWTORA ���� bRUKOM ���� POLU�ENA �ASTX SEMEJSTWA ���n PRODOLVENIEM SEMEJSTWA PERI�
ODI�ESKIH ORBIT ���s ZA ORBITY SOUDARENIQ� nA RISUNKAH ���� � ���� DANY OBRAZCY

ORBIT SEMEJSTWA ���n� nA RISUNKAH �� I �� DANY GRAFIKI ZAWISIMOSTI PARAMETRA s I
DLITELXNOSTI PERIODA OT KONSTANTY qKOBI� pARAMETRY PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� KOTO�
RYM SOOTWETSTWU�T REZONANSY ���� DANY W TABLICE ��

dLQ ORBIT SEMEJSTWA ���n MAKSIMALXNYE ZNA�ENIQ MODULQ PARAMETRA s DOSTIGA�T
������ DLQ RASSMATRIWAEMYH NIVE E�E BOLEE SLOVNYH SEMEJSTW � ���������� pO�TOMU

��



NA RISUNKE �� I POSLEDU��IH DA�TSQ FRAGMENTY GRAFIKOW ZAWISIMOSTI PARAMETRA s� A
IMENNO OKRESTNOSTX OBLASTI USTOJ�IWOSTI�

pARAMETR s � RAZ PRINIMAET ZNA�ENIE �� w TO�KAH � I �� TABLICY � IMEEM LOKALXNYJ
MAKSIMUM KONSTANTY qKOBI� W TO�KE �� � LOKALXNYJ MINIMUM�

tABLICA �� pARAMETRY PERIODI�ESKIH RE�ENIJ S REZONANSAMI ���� SEMEJ�
STWA �
�s W SISTEME zEMLQ�lUNA�
n a� v� a� v� T C s u p�q

� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ���� ��� ����
� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ���� ��� ���
� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ���� ��� ���
� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ���� ��� ���
� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ���� ��� ���
� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ���� ��� ���
� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ���� ��� ���
� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ���� ��� ���
� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ����� ��� ���
�� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ����� ��� ����
�� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ����� ��� ���
�� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ����� ��� ���
�� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ����� ��� ���
�� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ����� ��� ���
�� ��������� ���������� ���������� ����������� ����� ������ ����� ��� ���
�� ��������� ��������� ���������� ���������� ����� ������ ������ ��� ���
�� ��������� ��������� ���������� ���������� ����� ������ ������ ��� ���
�� ��������� ��������� ���������� ���������� ����� ������ ����� ��� ���
�� ��������� ��������� ���������� ���������� ����� ������ ����� ��� ���
�� ��������� ��������� ���������� ���������� ����� ������ ����� ��� ���
�� ��������� ��������� ���������� ���������� ����� ������ ����� ��� ���
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I KONE�NU� TO�KI POROVDAEMOGO SEMEJSTWA NESIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ

UTROENNOJ SOIZMERIMOSTI ������n� sTROKI � I � TABLICY � ZADA�T NA�ALXNU� I KONE��
NU� TO�KI PERWOGO� A STROKI � I � � WTOROGO SEMEJSTWA SIMMETRI�NYH �ESTIKRATNYH
PERIODI�ESKIH RE�ENIJ �������s���

nA RISUNKE �� DAN OBRAZEC ORBITY SEMEJSTWA ������n�
nA RISUNKAH ���� I ���� DANA ZAWISIMOSTX UGLA POWOROTA OT KONSTANTY qKOBI DLQ

SEMEJSTW ������s I ������n�
iZ �TIH GRAFIKOW WIDNO� �TO SEMEJSTWO NESIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ

�������n NE IMEET REZONANSOW �	� NO POROVDAET SEMEJSTWO UDWOENNOJ SOIZMERIMOSTI

�������n��n I SIMMETRI�NOE EMU� pARAMETRY RE�ENIJ SEMEJSTWA �������n��n� SOOTWET�
STWU��IH REZONANSAM �	�� PRIWEDENY W TABLICE �� zAWISIMOSTX PARAMETRA s OT KONSTAN�
TY qKOBI DANA NA RISUNKE ��� hORO�O WIDNA NESTANDARTNAQ STRUKTURA �TOGO SEMEJSTWA�
oNO NA�INAETSQ PRI C
������������������ ZATEM PRODOLVAETSQ W STORONU WOZRASTANIQ

KONSTANTY qKOBI DO LOKALXNOGO MAKSIMUMA C
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W STORONU UBYWANIQ KONSTANTY qKOBI DO LOKALXNOGO MINIMUMA C
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ZATEM SNOWA PRODOLVAETSQ W STORONU WOZRASTANIQ KONSTANTY qKOBI I ZAKAN�IWAETSQ PRI
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iTOGO U NAS POLU�ILOSX �� SEMEJSTW �ESTIKRATNYH ORBIT� � SIMMETRI�NYH I �
NESIMMETRI�NYH�

dOWOLXNO NEOVIDANNYM OKAZALSQ TOT FAKT� �TO KRIWAQ ZAWISIMOSTI PARAMETRA s OT
KONSTANTY qKOBI IMEET PRAKTI�ESKI PROIZWOLXNYJ WID�

kRIWAQ NE OBQZATELXNO PERESEKAET WS� OBLASTX USTOJ�IWOSTI� LOKALXNYJ �KSTREMUM
s PO KONSTANTE qKOBI MOVET DOSTIGATXSQ I WNUTRI OBLASTI USTOJ�IWOSTI�

dIAPAZON IZMENENIQ KONSTANTY qKOBI U POTOMKOW MOVET SU�ESTWENNO PREWOSHODITX

DIAPAZON IZMENENIQ KONSTANTY qKOBI RODITELEJ� kONSTANTA qKOBI MOVET IMETX NE�
SKOLXKO LOKALXNYH �KSTREMUMOW�

� zAKL��ENIE

w PUBLIKACII ��� Q WYDWINUL GIPOTEZU O TOM� �TO SEMEJSTWO PERIODI�ESKIH RE�E�
NIJ PERWOGO RODA I ITERATIWNO GENERIRUEMYE IZ NEGO SEMEJSTWA PERIODI�ES�
KIH RE�ENIJ WTOROGO RODA OBRAZU�T DEREWO� dOKAZATX �TO NE UDALOSX� ODNAKO I
OPROWERGA��IH �ISLENNYH PRIMEROW NE WSTRETILOSX�

w �TOM SMYSLE SAMYMI SLOVNYMI QWLQ�TSQ SLU�AI REZONANSA �	�� pOROVDAEMYE
PRI �TOM DWE WETWI PRIHODITSQ S�ITATX NEZAWISIMYMI SEMEJSTWAMI� INOGDA IME��IMI
OB�EGO POTOMKA �REZONANS �	���

oTMETIM� �TO DLQ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL REZONANS �	� IMEL MESTO TOLXKO
DLQ SEMEJSTW SIMMETRI�NYH RE�ENIJ I NI RAZU NE WSTRETILSQ DLQ SEMEJSTW NESIMMET�
RI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ�

aNALIZ ORBIT� POLU�ENNYH PO WY�EOPISANNYM ALGORITMAM� POZWOLIL WYDELITX NA�
PRAWLENIE POISKA REALXNYH ORBIT� UDOWLETWORQ��IH TREBOWANIQM PROEKTA NAZEMNO�
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Рис. 1. Зависимость индекса s  от константы Якоби
                для семействa круговых орбит
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Рис. 2. Зависимость угла поворота от константы Якоби
                для семействa круговых орбит
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Рис. 3.2  Дополнительные орбиты соизм. 4/1
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Рис. 4.1 Основные орбиты соизмеримости 3/1
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Рис. 4.2 Дополнительные орбиты соизм. 3/1
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Рис. 5. Орбиты вокруг точки либрации L3
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Рис. 6. Зависимость индекса  s от константы 
     Якоби  для семейств орбит вокруг L3
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Рис. 7. Несимметричные орбиты вокруг точек либрации
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Рис. 9. Орбита вокруг точки либрации L3
  в инерциальной системе координат
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Рис. 10. Зависимость s от константы Якоби для
  системы Солнце-Юпитер, орбиты вокруг L3
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Рис. 11.1. Почти-круговые орбиты семейства 2/1s
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Рис. 11.2. Орбиты семейства 2/1s
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Рис. 12. Зависимость индекса s  от константы Якоби
          для семейства орбит соизмеримости 2/1s  
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Рис. 12.1 Зависимость индекса s  от константы Якоби
          для семейства орбит соизмеримости 2/1s  
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Рис. 13. Зависимость угла поворота  от константы Якоби
          для семейства орбит соизмеримости 2/1s  
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Рис. 13.1 Зависимость угла поворота  от константы Якоби
          для семейства орбит соизмеримости 2/1s  
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Рис. 14.2 Орбиты семейства 2/1n
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Рис. 14.4 Орбиты семейства 2/1n
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Рис. 16. Зависимость периода  от константы Якоби
                    для семейства орбит 2/1n 

R1

R2

R3

2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0 3.1 3.2
Константа Якоби

-1500

-1000

-500

0

500

1000

1500

2000

2500

И
нд
ек
с s

Рис. 15. Зависимость индекса s  от константы Якоби
                    для семейства орбит 2/1n 
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Рис. 17. Зависимость индекса s  от константы Якоби
      для семейств несимметричных  орбит 2/1n 
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Рис. 18. Зависимость периода  от константы Якоби
      для семейств несимметричных орбит 2/1n 
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Рис. 19.1 Несимметричные орбиты соизмеримости 2/1n
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Рис. 19.2 Несимметричные орбиты соизмеримости 2/1n
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Рис. 19.3 Несимметричные орбиты соизмеримости 2/1n
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Рис. 19.4 Несимметричные орбиты соизмеримости 2/1n
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Рис. 20. Орбиты соизмеримости 3/2
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Рис. 21. Зависимость индекса s от константы Якоби
          для семействa орбит соизмеримости 3/2
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Рис. 22. Зависимость угла поворота от константы Якоби
         для семейства   орбит соизмеримости 3 /2
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Рис. 23. Орбиты соизмеримости (3/2)2
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Рис. 24. Зависимость параметра s от константы Якоби
                для семейств соизмеримости (3/2)2
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Рис. 24.1. Зависимость параметра s от константы
    Якоби  для семейств соизмеримости  (3/2)2

en

e1 e2

58



-1.2 -0.8 -0.4 0.0 0.4 0.8 1.2
-1.2

-0.8

-0.4

0.0

0.4

0.8

1.2

Рис. 25. Несимметричные орбиты соизмеримости (3/2)2
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Рис. 26. Зависимость угла поворота от константы Якоби
           для семейств   орбит соизмеримости (3/2)2
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Рис. 28. Зависимость параметра s от константы Якоби
          для несимметричного семейства ((3/2)2)3
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Рис. 27. Зависимость параметра s от константы Якоби
          для cимметричного семейства ((3/2)2)3
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Рис. 30. Несимметричная орбита соизмеримости ((3/2)2)3
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Рис. 29. Зависимость параметра s от константы Якоби
для неcимметричных семейств ((3/2)2)3  второго рода
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Рис. 31.1. Зависимость индекса s от константы Якоби  
    для семейства соизмеримости (3/2)3 (фрагмент)
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Рис. 31. Зависимость индекса s от константы Якоби
             для семейства соизмеримости (3/2)3
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Рис. 32. Орбиты соизмеримости (3/2)3
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Рис. 33.1. Зависимость угла поворота от константы Якоби
         для семейств  орбит соизмеримости (3/2)3
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Рис. 33.2. Зависимость угла поворота от константы Якоби
              для семейств орбит  соизмеримости (3/2)3
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Рис. 34. Несимметричная орбита соизмеримости (3/2)3
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Рис. 36. Зависимость параметра s от константы Якоби
              для семейств соизмеримости ((3/2)3s)2n
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Рис. 35. Зависимость параметра s от константы Якоби
              для семейств соизмеримости ((3/2)3s)2s
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Рис. 37. Зависимость параметра s от константы Якоби
              для семействa соизмеримости ((3/2)3n)2
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Рис. 38. Зависимость параметра s от константы Якоби
                для семейств соизмеримости (3/2)6




